SKRIPT ZUR VERANSTALTUNG

LINEARE MODELLE

von
dndneas #Handl

Freie Universitdt Berlin



l.Statistische Modellbildung

Mit Hilfe statistischer Verfahren sollen Gesetzmadfigkeiten wund
Strukturen in Datensdtzen gefunden und beschrieben werden. Stati-
stik dient also der Aufbereitung und Auswertung von Datens&atzen.

Eine sinnvolle Auswertung von Datensdtzen ist nur im Rahmen eines
Modells méglich. Ein Modell soll den Mechanismus beschreiben, der

die Daten erzeugt hat.

Schauen wir uns dazu ein Beispiel an, das dem Buch Data,Models and

Statistical Analysis von Cooper und Weekes entnommen ist.

Ein Arbeitnehmer kann auf zwei unterschiedlichen Wegen zur Arbeit
fahren. Er will herausfinden, auf welchem er schneller ist. Nahe-
liegend ist es, jeden der beiden Wege genau einmal zu benutzen und
sich dann fir den zu entscheiden, bei dem er weniger Zeit brauch-
te. Nun ist es klar, dap die tiglich bendtigten Zeiten bei einem
Weg nicht gleich sein werden. so daB man diese Streuung bei der
Entscheidung bertlicksichtigen sollte. Dies hat zur Folge, daB man
jeden der Wege nicht einmal, sondern mehrmals zuriicklegt. Der Ar-

beitnehmer macht dies und erhdlt folgende Zeiten (in Min.):

Weg 1: 29.2 34.2 31.1 32.4 28.8 25.5 30.2 29.1 28.1 27.7
Weg 2: 29.6 31.4 32.1 31 28.9 30.4 30.6 31.6 34.9 31.5 30.2 31.8

Bevor wir uns Gedanken machen, was es nun bedeutet, auf einem Weg
schneller zu sein, werfen wir einen Blick auf die Daten.
Ein Boxplot liefert ein gutes Bild eines Datensatzes.

Fiir einen Boxplot bendétigt man 5 GrdéBen:

Minimum x(i)
unteres Quartil Xo 25
Median Xy s
oberes Quartil X, 75
Maximum X

(n)

cee,X be-

Diese kénnen alle aus dem geordneten Datensatz x ()

(1)’
stimmt werden.



Der Median teilt den geordneten Datensatz in zwei gleiche H&lften,
d.h.

x((n+1)/2) fir n ungerade

0.5(x ) fiir n gerade

4
(n/2) X(1+n/2)

Das untere Quartil ist der Median der unteren Hilfte des geordne-
ten Datensatzes und das obere Quartil der Median der oberen Hilfte
des geordneten Datensatzes. Ist der Stichprobenumfang ungerade, so
wird der Median sowohl zur unteren als auch zur oberen Hilfte des

Datensatzes hinzugenommen.

Ein Boxplot wird nun folgendermaBen erstellt:

Man wahlt eine Skala, die vom Minimum X bis zum Maximum
x“”geht. Auf dieser Skala markiert man die Quartile und den Medi-
an. Nun zeichnet man einen Kasten, der vom unteren bis zum oberen
Quartil reicht. In dem Kasten zeichnet man den Median als senk-
rechten Strich ein. AuBerhalb des Kastens zeichnet man von den

Quartilen waagerechte Linien bis zu den Extremwerten.

(1) X(.25) x(.5) x(.75) (n)

Die 5 MaBzahlen sind fiir die beiden Datensiatze:

1. Weg 2.Weg

X0 25.5 28.9

X s 28.1 30.3

X . 29.15 31.2

X 31.1 31.7

b4 34.2 34.9
(n)



Die Boxplots der beiden Datensitze sind in der folgenden Graphik

wiedergegeben.
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-

26 28 30 32 34

Die Boxplots zeigen, dap die beiden empirischen Verteilungen mehr
oder weniger symmetrisch sind, sich jedoch sowohl hinsichtlich der
Lage als auch hinsichtlich der Streuung unterscheiden. Besteht
dieser Unterschied auch in den zugrundeliegenden Grundgesamthei-
ten?

Die "klassische" Antwort auf diese Frage sieht folgendermaBen aus:
Wir nehmen an, daPp die beiden Grundgesamtheiten normalverteilt
sind. Aus diesen beiden Grundgesamtheiten haben wir dann Realisa-

tionen von unabhdngigen Zufallsvariablen beobachtet.

Unsere Annahmen lauten also :

X&,XE,...,X;,Yi,Yé,...,Y; sind unabhidngige Zufallsvariablen, wobei
gilt X ~N(u ,07) ,i=1,2,...,m und Y, ~N(,,05) ,3=1,2,...,n.

Uberpriifen wollen wir nun, auf welchem Weg er eine klirzere Zeit =zu
erwarten hat,d.h.
Ho:“1=“2
Seien X= % z?}und Y= % ZYs. Sind u, und p, ungleich, so
1 J

gegen H1:u1¢uz

sollte sich dies auch in X und ?‘zeigen, da sie erwartungstreue

Schétzer sind. Es liegt also nahe den Test auf X und ¥ aufzubauen.

Wegen X*uNYui,of/m) und ?WVNYuz,oi/n) gilt also

2

tistik an:

/m)+«§/h)) , und somit bietet sich als Teststa-

Z-¥

/ (of/m) + (og/n)




In der Praxis sind nun of und 02 in der Regel unbekannt. Schatzt

man diese nun durch die erwartungstreuen Schitzfunktionen
s? =~—1—Z(X_-§')2 und S° =—1—Z(Y,-T’)2 A

1 m-11 i 2 n—lJ j
so ist die finite Verteilung der Teststatistik unbekannt.

Durch eine zusatzliche Annahme kénnen wir dieses Problem aber 16—

sen.

. 2 2 2 ., ;
Die Annahme 01 =02= ¢  liefert nach Einsetzen der erwartungstreuen

1
m+n-2

Schatzfunktion S2

(Z(xi—})2+ (Yj-?)z) in die
I J

obige Teststatistik

AELRY (" S, '
+
mtn 2
mn

die unter H0 t-verteilt ist mit m+n-2 Freiheitsgraden.
Dies ist der klassische t-Test im Zweistichprobenproblem unabhin-
giger Stichproben. Zum Signifikanzniveau o wird die Hypothese

wobei ¢t
m+n-2;1-00/2° bed m+n-2;1-/2

H :p =y, abgelehnt, wenn gilt |[t|>t
das 1l-o/2-Quantil der t-Verteilung mit m+n-2 Freiheitsgraden ist.
Fir den obigen Datensatz gilt t=-1.79. Da gilt t20n1975=2'086’
wird H0 zum Niveau «=0.05 nicht abgelehnt. Fraglich ist jedoch, ob
die Annahme gerechtfertigt ist, daB die Varianzen in den beiden
Grundgesamtheiten identisch sind. Wir wollen uns jedoch mit dieser
Frage hier nicht weiter beschédftigen, sondern die beiden Datensat-
ze unter einem anderen Aspekt betrachten.

Wir wahlen zundchst eine andere Notation fiir die den Beobachtungen

zugrundeliegenden Zufallsvariablen.Die 2Zufallsvariablen X&,...,X;

bezeichnen wir mit Y'“,...,Y1n und die Zufallsvariablen }3,...,Yg
1
mit Yé1""'yén2' Die Beobachtungen y“,...,yini in der 1i.ten

Stichprobe sind Realisationen der Zufallsvariablen Y“,...,Yin )
i
Da diese Beobachtungen aus einer Grundgesamtheit stammen, ist es
sinnvoll anzunehmen, daPf es einen typischen Wert ui gibt, den man
fiir eine Beobachtung erwarten wiirde. Nun nimmt nicht jede Beobach-
tung diesen typischen Wert an, so daf wir diese Abweichung beriick-

sichtigen miissen.



Wir unterstellen also fiir Yij folgendes Modell:

Y, = +e . ,i=1,2 j=1,....n_.

ij i ij

Die eij bezeichnen wir als Stdrterme. Wir wollen annehmen, daB die
Storterme keinen systematischen Einfluf haben. Im Mittel sollten
sich die Stdrungen also aufheben, d4d.h. E(eij)=0.
Weiterhin wollen wir annehmen, daPf die Varianzen der Stérterme iden-
tisch ist, und daB die Stérterme unkorreliert sind, d.h.
ol fir i=j und k=1
Cov(eik,e,l) = J

) 0 sonst
AuBferdem gehen wir davon aus, daB die Stérterme normalverteilt

sind.

Wir unterstellen also folgendes Modell:

Y}j = ui + Eij 1=1,2,_7=1,...,ni

. 2
811,.”,82n2 i.i.d. N(0,07)

Wir koénnen dieses auch in Matrizenschreibweise darstellen:

Seien
s 3 s 3 r P 0\
Y., €11 Z -
Y12 12 u1 i b
y = . € = . B = n und X = 0 1
2 e i 8
g 2n2J . ZnZJ g 0 1 J
Dann gilt fiur das obige Modell
y = XB + ¢
mit E(e)=0 und Cov(€)=02In. Die Normalverteilungsannahme des

Zufallsvektors y stellen wir dar mit ENN;(O,OZIn)-(In Kapitel 3 wer-
den wir uns detailliert mit Zufallsvektoren beschaftigen)

Modelle der Form y=XB+¢ heiBen Lineare Modelle,weil sie 1i-

near in dem Parametervektor B sind. Sie nehmen im Rahmen der Sta-
tistik eine zentrale Stellung ein.

Die Matrix X nennt man Designmatrix.



Enthalt die Designmatrix wie im obigen Beispiel nur Nullen und
Einsen, so handelt es sich um ein Modell der Varianzanalyse. Hier
soll der Einflup von einer oder mehreren kategorialen Variablen
auf eine stetige Variable untersucht werden. Mit diesen werden wir
uns in Kapitel 4 beschéftigen.

Sind die Elemente der Designmatrix in einem gewissen Bereich frei
wahlbar, so haben wir es mit der Regressionsanalyse.zu tun Hier
soll eine der EinfluP einer oder mehrerer stetiger Variablen auf
eine stetige Variable beschrieben werden. Mit diesen wwerden wir
uns zundchst in den Kapiteln 2 und 3 beschiftigen, wobei wir uns
in Kapitel 2 auf eine erklirenden Variable beschrénken.

Soll eine stetige Variable sowohl durch kategoriale als auch ste-
tige Variablen erkldrt werden, so spricht man von Kovarianzanaly-

se. Mit dieser werden wir uns nicht beschéftigen.



2. Die Einfachregression

2.1 Das Modell

Als erstes Beispiel eines Linearen Modells werden wir in diesem

Abschnitt die Einfachregression betrachten. Das Modell lautet:

=ﬁo+ﬁ1x+e (2.1)

mit E(e)=0 und Var(e)=oz.

Wegen E(Y)#%ﬂﬁfx liegt der 1lineare Zusammenhang zwischen der zu
erkldrenden Variablen Y und der erklarenden Variablen x nicht
exakt, sondern im Mittel vor.

Unser Modell umfaft auch Beziehungen der Form
y=ﬁ0+ﬁiln(x*)+e (2.2) .,

da dieses linear in den Parametern ist und fiir x=ln(x*) mit Modell

{2.1) zusammenfallt.

Die Beziehung y=Bdﬂ%1n(x) wird auch als psychophysisches Grund-
gesetz bezeichnet. (siehe dazu Heuser:Lehrbuch der Analysis 1,
S.318).

Viele in den Parametern nichtlineare Beziehungen kénnen durch

eine geeignete Transformation linearisiert werden wie z.B.

y=B,exp (B, x) (2.3)
Dabei ist exp(x) die e-Funktion an der Stelle x. Logarithmieren
der Gleichung (2.3) fihrt zu

ln(Y)=1n(Bo)+51X (2.4)
Diese Beziehung ist in den Parametern ln(Bo) und Bl linear .Die
Gleichungen (2.3) und (2.4) enthalten keinen Stdrterm. Dieser muf
in (2.3) multiplikativ eingehen, um in (2.4) additiv aufzutreten.
AuPerdem mup er in (2.3) lognormalverteilt sein, um in (2.4) einer
Normalverteilung Zu folgen. Das Modell (2.3) beschreibt
exponentielles Wachstum mit der Wachstumsrate Bl.(siehe dazu
Heuser:Lehrbuch der Analysis 1, S.309). Viele Beziehungen kénnen
nicht durch Transformationen linearisiert werden wie z.B.

Py

1 + Blexp(ﬁzx)

y=



Diese bezeichnet man auch als logistisches (autokatalytisches)
Modell. Es beschreibt Wachstum mit S&ttigungspunkt. In der Okono-
mie ist es bekannt unter dem Namen Ertragsgesetz. siehe dazu Heu-

ser:Lehrbuch der Analysis 1, S.312)
2.2 Schatzung der Parameter

Das Modell (2.1) enthdlt die unbekannten Parameter B1 und Bz. Um
diese und die unbekannte Varianz 02 der Stdrterme zu schétzen,
werden n Wertepaare (xg,yi)' ,i=1,2,...,n beobachtet. Wegen (2.1)

gilt fir dann fir die hinter den v, stehenden Zufallsvariablen Yi:
v =B +B x +€_ ,i=1,2,...,n

In diesem und im nédchsten Abschnitt werden wir die Realisationen
Y, der Yi betrachten. Erst in Abschnitt 2.4 werden wir dann
wieder auf die Zufallsvariablen iz eingehen.
Von Gauss wurde 1803 und von Legendre 1806 die Methode der Klein-
sten Quadrate als Schatzkriterium vorgeschlagen. Dabei werden die
Parameter BO und B1 so bestimmt, dap die Summe der quadrierten
Abweichungen der y, von der Geraden minimal wird.
Das Kriterium lautet also

Minimiere S(Bo’ﬁ1) = Z(y}—ﬁo-ﬁixi)z
Notwendige Bedingungen fér einen Extremwert sind, daf die partiel-

len Ableitungen nach BO und 61 Null sind.

Es gilt
9 - -8 - L
9 _ (- 8 - L

Die Kleinst-Quadrate-Schatzer Bo und B,1 erfillen also die soge-

nannten Normalgleichungen
Z (v,-B,-B.x) =0 (2.5)

(2.6)

Il
(=

z (v, ~B,=B,x,)x,



Vereinfacht man diese Gleichungen, so erhdlt man:

Bom + B, in = Zyi (2.7)
1 1
-~ -~ 2 .
Bo ZXi + B1 in = ZXiyi (2.8)
1 1 1
Multipliziert man (2.7) mit E}i , subtrahiert dann von dieser

Gleichung das n-fache der Gleichung (2.8) und 16st das Ergebnis

nach B1 auf, so erhalt man

P (J) ()

P ()’

Es gilt Z(xi—;:)(y -¥) = Z}{y— ¥ )x - X zy+ z;;, =
e e d B 3 B -

1

1
- E%iyi_ n E%i}?i B H(ﬁ}%iyi—E?iE?i
1 1 1 1 1

1
Analog erhalten wir

5" = 2.

Somit gilt

- Z(xi—:—c) (yi-l—f)

B = — (2.9)

1 Z(xi_x)z

Mit § = z ( X - x ) und S = z ( X, - x )( ¥y~ y ) gilt also

™)

=R

XX Yy
1 1
= Sx
B z (2.10)
S
XX
Aus der ersten Normalgleichung folgt sofort
ﬂ0=Y—le (2.11)
Die geschidtzte Regressionsgerade lautet:
Y=BO+B1X (2.12)

Man kann zeigen, dapP die Funktion S%Bo,Bl) an der Stelle (ﬁo’ﬁ1)'

ein Minimum annimmt. (Siehe dazu Kapitel 3)



Beispiel 1

Im Jahre 1984 galten fiir gebrauchte Pkws eines speziellen Typs
folgende Handlerverkaufspreise (in 1000 DM) (aus R.Schlittgen,Ein-
fihrung in die Statistik)

Alter 2 3 4 5 6
Preis 11.7 10.3 8.35 7.1 5.9

Das Streudiagramm legt nahe, dapP zwischen dem Preis y und dem Al-

ter x ein linearer Zusammenhang besteht.

LR Y S T
IIIIIIIIlIlIIlIIIIIIIIIII!lllIl

Um die Parameter zu schétzen, erstellen wir folgende Hilfstabelle

i x. Y (x -x)| (y.-9)| (x-x)(y.-y) | (x.-%)?
1 1 1 1 1 1 1

1 2 11.7 -2 3.03 -6.06 4

2 3 10.3 -1 1.63 -1.63 1

3 4 8.35 0 -0.32 0 0

4 5 7.1 1 -1.57 -1.57 1

5 6 5.9 2 -2.77 -5.54 4

Wir erhalten also x = 4, y = 8.67, S y= -14.8 wund s_= 10.

~

Somit gilt B, = -1.48 und B = 14.59.
1 0

10



Anmerkungen

(a) sSind alle xi,i=1,...,n identisch, so kann der Parameter B1
nicht geschatzt werden.

(b) Liegen nur zwei Mefpunkte vor, und werden am ersten Punkt n-1
Werte von y und am zweiten Mefpunkt ein Wert von y beobachtet, so

geht die geschétzte Regressionsgerade durch den Mittelwert der Y,

am ersten Mefpunkt und durch den Wert von y am zweiten MeBpunkt.

Dies sieht man folgendermaBen:

Wir setzen x1=x2=...:xm4=x’ und bestimmen zundchst den
Schatzer von Bi.
Es gilt
o = ey . (n-l)x*-kxn 2 (n-l)x*+xh 2
8- § e ) -
i n n n
' i=1
nx -nx*+x*-x 2 (n—l)(x —X*J 2
- ) [ ) -
2 2 2
I (x*—x) +—£1-;1—)—-[x*-x] =
2 n 2 n
n n
_ _n-1 x 2 - X _ 2) _ n-1 x__\2
- n2 ((X Xn) *(n 1)(X Xn)} - n (X Xn)
und
Z(yi—y) (xi—x) . Zyi (Xi_x)=
s N (n—l)x*+xn (n-l)x*+xn
)l s —) -
i=1
ol Y ex (n-l)(x —x’)
et
i n n n
i=1
b3 n-1 *
X -x (n-l)(x'ﬂx)
= = s3] - n =
N n 2; ¥; n o
i=1
_ _n-1 _ =
N n (X Xn) (yn 1-_}’“)
n-1
mit y = —2L
yn-‘l n-1 yl .
i=1

11
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Somit gilt

E _ Xy il y£-1—y£
1 S X-X
X% n

Setzt man den Schéatzer BO;;—Bii in die geschdtzte Re-

-~ oA -~

gressionsgerade y=Bo+le ein, so erhdlt man

¥ = ¥-B X+ x = y+B_(x-xX)  (2.13)

Wir berechnen zundchst den Wert von y an der Stelle x*.
Es gilt

(n—l)x*+x; X -X

X -x =x - = (2.14)
n n

Setzt man (2.14) in (2.13) ein, so ergibt sich

~ X =X .
= n n-1 yﬁ *
y =y + B =
n X X
n
n n-1

( n n-1
=-—H7%:I7 (n—l)E: yi~(n—1)yh+§: y}]=
\ i=1

i=1

r n-1 n-1 n-1
=—A—lm-1)) y+) v | === ¥, =y
n(n-1) i i n-1 i “n-1
- 1

i=1 is= i=1
Die geschdtzte Regressionsgerade geht also durch den Mittelwert

der yi am ersten Beobachtungspunkt.

Wir berechnen nun den Wert von y an der Stelle X .

Es gilt x -x = n-l G%—xf). Setzen wir diese Gleichung in

n n
(2.14) ein, so ergibt sich als Wert von y an der Stelle X :

n n-1
1 1 . N
n [}: yi zz yi+(n 1)yh] - n (Yn+ny; y;) r Yh
is=

i=1 1



(c) Es gilt
)%, =K) (v,<F) =) (x,-K)y, + ) (x -%)F =
1 1 1

= Z(xi_;f)yi + EZ(Xi—E) = Z(xi_i)yi, denn
denn Z(xi—i) = in{ZQ - in—ni . in{in=0

(d) Die Differenz aus Xt und Y, wird als i.tes Residuum e,

~

bezeichnet. Der Residuenvektor ist dann e=y-y .

Wegen e, =¥,y = yi—Bo—Bixi kénnen wir die Normalgleichungen
(2.5) und (2.6) auch schreiben als
Ze.=o (2.15)
5 1
Ze,x.=0 (2.16)
c 1 1

Multiplizieren wir (2.15) mit Bo und (2.16) mit 51 und addieren
die so gewonnen Gleichungen, so gilt

Z(§O+§1Xi) ;=2

1

und somit ZYiei=0 (2.17)
1
(e) Multiplizieren wir beide Seiten von (2.15) nit —%— , so folgt

e=0. Der Mittelwert der Residuen ist also O.

(f) Mit e =y -y, folgt aus (2.15)

Ek}%zyi und damit y=y . Der Mittelwert der Y, ist also
1 1

dem Mittelwert der Y,

(g) Wegen BO;§—31§ liegt der Punkt (x,y)' auf der geschitzten

Regressionsgeraden.

13



2.3 Das Bestimmtheitsmap

Nachdem die Parameter geschitzt sind, stellt sich die Frage, wie

gut die Anpassung ist. Dazu gehen wir aus von

Vy.-¥ =y -y ty -y (2.18)
1 1 1 1

Quadrieren wir beide von (2.18) und summieren fiber i, so gilt
2003)" = S+ J6. 9+ ) 6,9
Nun gilt
Z(yi v ) (v,-7) = Z(yi -y )y, - Z(yi v )7 =
= Ye,7,~ ¥)e,=0 wegen (2.17) und (2.15)
4 :

Es gilt also die folgende fundamentale Beziehung

Z(yi-ff)z = Z(;i—f')z + Z(yi-}:i)z

Die Summe der quadrierten Abweichungen der Y, von ihrem Mittelwert
kénnen wir als zerlegen in zwei additive Komponenten. Wir wéahlen

folgende Bezeichnungen:

Syy=Z (yi';’) i
SSR=Z(;{632

“\2
SSE—Z(yi—yi)

Syy ist die Summe der quadrierten Abweichungen der y, von ihrem
Mittelwert, SSR ist die Summe der quadrierten Abweichungen der
geschétzten Yy, von ihrem Mittelwert, und SSE ist die Summe der
quadrierten Abweichungen der y, von ihren geschiatzten Werten. SSE
ist der Teil der Streuung der Y. der nicht durch die Regression,
d.h. durch die Gerade, erklart wird, wahrend SS, der Teil der
Streuung der Y, ist, der durch die Regression erklért wird. SS

E
beriicksichtigt ja gerade die Abweichungen der y, von der Geraden.

14
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Wir kénnen diese GréPBen auch folgendermaPen gewinnen:

Wir gehen aus von den nachstehenden Modellen

Modell I Y,=BO+Ei (2.20)

1

Modell II Y'i=ﬁ0+-l31xi+€i (2.21)

Im Modell I setzt sich eine Zufallsvariable Yi additiv aus einem
typischen Wert Bo und einer zufdlligen Stdrung €, zusammen. Die
Zufallsvariable Yi hangt im Modell I iberhaupt nicht wvon X ab,
wahrend im Modell II ein linearer Zusammenhang zwischen )3 und X,
postuliert wird, der durch eine additive Stdérung €, iberlagert
wird. Gilt im Modell 1II t%=0, so sind Modell I und Modell II

identisch.

Die Schatzungen der Parameter geben wir nun in beiden Modellen fiir

die Realisationen Y, der Yi an.

Wir schdtzen zundchst den Parameter BO im Modell I mit der Methode

der Kleinsten Quadrate. Es ist zu minimieren
2
SB,) = Z(Yi"’o)
Wir differenzieren S(Bo) nach Bo

g
dB,

I~

S(B,) = (=2)) (v,B,) £ 0
1

Der Schatzer ﬁo von Bo muf also folgende Gleichung erfillen:
Y(¥,By) =0 (2.22)
T

Aus (2.22) folgt éo = y.

Fir das Modell I erhalten wir nun die Residuenguadratsumme
ssp = S(B)) = ) (v,-7)° = s, (2.23)

Aus (2.19) erhalten wir als Re;iduenquadratsumme im Modell II

Il I
SSE = Syy—SSR = SSE—SSR (2.24)

15
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Die Beziehung (2.24) zeigt folgendes:

(a) Die Residuenquadratsumme im Modell II ist kleiner gleich der
Residuenquadratsumme im Modell I. Der Ubergang von Modell I =zu
Modell II, d.h. die Hinzunahme der Variablen x, fihrt dazu, dap

die Residuenquadratsumme entweder gleich bleibt oder abnimmt.
(b) SSR ist die Differenz aus ssé und SSéI , gibt also an, in

welchem MaBe Ssé verringert wird, wenn die Variable x ins Modell
aufgenommen wird. Es ist sicher nur dann sinnvoll, von Modell I zu
Modell II 1{berzugehen, wenn die Differenz zwischen ss; und SSéI
groBf genug ist. Es liegt also nahe, einen Test auf Hoda=0 auf
SS, aufzubauen. Wir kommen auf diesen Test im Abschnitt 2.5
zurick.

Je grdéfer nun SSR ist, umso mehr wird von der Streuung der ¥
durch die Regression erkldrt. Ein sinnvolles Map fiur die Anpas-

sung ist also

(2.25)

vy vy
Rz heift BestimmtheitsmalP.

Zwischen dem Bestimmtheitsmap R% und dem Korrelationskoeffizienten

z}y besteht folgender Zusammenhang:

R%=r? (2.26) .
xy
Dabei ist rxy definiert durch
S
r. = —_—Y (2.27)
X 5. J2'S
XX yy

Um (2.26) zu zeigen, wadhlen wir eine andere Darstellung fir SSR.

Hierzu formen wir zunéachst SSE um.

S5 = Zef B z(yi—§o~§1xi)z N z(yiﬁ;+§1§-§1X)z a

Y, -71-B, (x,-x))?=

Y(7,~¥)%=28.) (v,-7) (x,~%)+B7) (x,-%)°

-~ Az -~ Ea)
Syy—zﬁlsxy+Bisxx e Syy'231sxy+ﬁ1sxy =5 -B Sxy (2.28)
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Aus (2.19) folgt somit im Zusammenhang mit (2.28) und (2.10)
52
-5 - Xy
SSR = Bisxy =3 (2.29)

XX
Setzen wir nun (2.29) in (2.25) ein, so gilt

2
SS
2 R Xy 2

s S
vy Xx yy

2.4 Eigenschaften der Schatzer

Bisher haben wir die Regressionsbeziehung zwischen den Variablen x
und y ausschlieflich auf der Ebene der beobachteten Werte betrach-
tet. Die yi,i=1,...,n sind eber Reélisationen von Zufallsvariablen
Yi,i=1,...,n. Die Schatzer Bo und ﬁ1 sind somit als Funktionen der
Y, ebenfalls Realisationen von Zufallsvariablen und kénnen somit
auch auf der Ebene der zugrundeliegenden Zufallsvariablen
betrachtet werden. Wir werden im folgenden bei der Notation keinen
Unterschied zwischen Schétzern und Schétzfunktionen éo und §1 ma-
chen. Es ist immer aus dem Zusammenhang ersichtlich, auf welcher
Ebene wir uns befinden. Wir fassen Bo und §1 als Schatzfunktionen

auf und untersuchen deren Eigenschaften.

Aus dem Regressionsmodell
Yi = Bo+ﬁ1xi+€i i=1,...,n
mit E(ei)=0 fiir i=1,...,n

2 o .E .
g fFiir i=3j

und Cov(si,ej) . { 0 fir i#j

folgt zunachst

E(Yi) = E(BO+B1Xi+Ei) = Bo+ﬁ1xi+z(ei) = Bo+ﬁ1xi (2.30)
und

Var(Yi) = Var(Bo+Bixi+si) P Var(ei) = o° (2.31)
fir i=1,....,n.
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(2.32)

Z c, = WZ(Xi—;{) =0 (2.33)

und
z ¢’ = 1 Z(ngaz =1 (2.34)
i 2 i
1 S 1
XX
Also folgt

EB,) = E(ZciYi) =ZCiE’(Yi) = ZCi (B, +8,%,) =

1 1

= 8, To,8 30,7, = 23 0x 505, =8,
wegen S = )(x,-%)% =) (x -%)x -} (x -%)% =

= ) (x,-%)x, k) (x,~%) = ) (x,-%)x,

~

Bl ist also eine erwartungstreue Schétzfunktion fiir 31'

Da die ei,i=l,...,n unabhdngig sind, sind auch die !2,i=1,...,n
als Funktionen der €, unabhéngig.

Es gilt also

Var(gi) = VarchiYi) = ZCfVar(Yi) =-022c_ = (2.35)

1 1 XX

wegen (2.31) und (2.34).
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Ohne Herleitung geben wir an:

E(B,) =B, (2.36)
N 2 1 x°
Var(BO) =0 ( = + 5 ) (2.37)
AufBerdem gilt
-~ - ;{02
COV(ﬁO,ﬁi) = - (2.38)

2.5 Schidtzen der Varianz der Stérterme

Neben Bo und Bl ist auch die Varianz o° der Stdrterme ein unbe-
kannter Parameter.

Wie wir in Kapitel 3 zeigen, ist

2 _ 1 2 _ _ 2
0 = 55=3 Zei = Z(yi v,/ (2.39)

~

Die Beziehung (2.28) ermdglicht die Berechnung von 0% ohne die
explizite Bestimmung der Residuen.
Fir das Datenbeispiel gilt: Syy=22.078 . Sxy=—14.8 und B1=_1'48'

2

Somit erhalten wir als Schitzer fiir 02: o = 0.058.

Der Schatzer oo ist modellabhédngig, da er von den Y, abhingt.
Um einen modellunabhdngigen Schitzer fir o? zu erhalten, muf man
an den Mefpunkten X, mehrere Werte der Variablen Y beobachten. Wir

kommen hierauf in Abschnitt 2.8 zuriick.
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2.6 Hypothesentests und Konfidenzintervalle

Um Tests durchfihren zu kénnen oder Konfidenzintervalle aufstellen
zu kénnen, bendtigen wir die Verteilung der Teststatistiken unter
der Nullhypothese. Da die Teststatlstlken bei Tests auf B oder B
sinnvollerweise auf B oder B beruhen sollten, diese aber von den
Y} abhangen, die w1ederum Funktlonen der ei sind, ist wir zur Her-
leitung der Verteilung der Teststatistiken unter HO die Verteilung
der Stoérterme €i,i=1,...,n. Unterstellt man ,daf die Stérterme
normalverteilt sind, so folgen die Teststatistiken bekannten Ver-
teilungen.

Da bei Normalverteilung Unkorreliertheit und Unabhdngigkeit &qui-
valent sind, unterstellen wir also, dap die Stérterme €preeer €
unabhangig sind und ei~N(0,02) gilt.

Da gilt !{=ﬁ +B‘x +e , sind also die Y' als lineare Funktionen der
€ ebenfalls normalvertellt mit .E(Y')-B +B.x und Var(Y;)=oz. So~
wohl B als auch B sind lineare Funktionen der normalverteilten

Y} und somit ebenfalls normalverteilt.

Die Erwartungswerte und Varianzen von J und 31 wurden in

0
Abschnitt 2.4 hergeleitet. Es gilt somit
= 21 ;2
Bt ™ N(Bo,o (5 t 3 )) (2.40)
XX
- o2
b, ~ w(e,——) (2.41)
XX
und natirlich
B -8
0 L ~ N(0,1) (2.42)
-2
2( 1 x
/’ (55 )
XX
v N(O,1) (2.43)

B‘l 1
2
g
Y S
X X
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Unter HO: B =B

) 00
B. - B
= . ~ N(0,1) (2.44)
2( 1 §2
g (B + 5 )
XX
und unter HO: 81 = 810 gilt also
B, - B
! 10  ~ N(0,1) (2.45)
2
o
S

Die Statistiken in (2.44) und (2.45) hdngen von der Varianz o® der
Stérterme ab, die in der Regel unbekannt ist. Es liegt nahe, ol
durch ¢° zu schitzen und in die Statistiken in (2.44) und (2.45)

einzusetzen. Wir erhalten dann die Teststatistiken

T — 0 (2.46)

und

7= 10 (2.47)

Wie wir in Kapitel 3 zeigen werden, gilt:
(n-2)<;2 2
N ek (n-2) (2.48)
o

und sowohl BO und o? als auch B1 und ¢° sind unabhéngig.
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Diese Eigenschaften erlauben die Bestimmung der Verteilungen der
Teststatistiken (2.46) und (2.47) unter den jeweiligen Nullhypo-

thesen.Wir zeigen dies exemplarisch fir (2.47).

Ra=Bio
2
- o4
B, - B S
T,l — 1 10 = XX (2.49)
o2 o’
Sxx 02
Die Struktur von T1 ist:
B, - B o202
T1 = Z mit Z = 1 10 und U = —12—522— .
U o2 o
n-2 S

Dabei ist Z unter HO: 31 = 510 standardnormalverteilt,und U folgt
einer Chiquadratverteilung mit n-2 Freiheitsgraden. Auferdem sind
Z und U als Funktionen unabhangiger Gréfen unabhé&ngig. Also ist T1

unter H0 t-verteilt mit n-2 Freiheitsgraden.

Aus ahnlichen Uberlegungen folgt, dap auch Ib unter HO: BO=BOO

t-verteilt ist mit n-2 Freiheitsgraden.

Zum Signifikanzniveau « erhdlt man also folgende Entscheidungsre-

geln bei den einzelnen Hypothesen:

H:B =8

0
Hy: By # By

00

H, ablehnen, wenn gilt [T | 2 t21oqrz ¢ WObel t ... ., das

l-a/2-Quantil einer t-Verteilung mit n-2 Freiheitsgraden ist.

HO: Bl = BlO

H‘l: ﬁl * B‘lO

H  ablehnen, wenn gilt |Zq| 2t iz
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Ohne Schwierigkeiten erhdlt man nun auch Konfidenzintervalle.

Konfidenzintervall fiir BD zum Konfidenzniveau 1l-o :

> //Cz 1 x ) 2 //Az 1 x°
o~ taezirearz  ° [H s ]’Bo+ Cazs1-ar2  © (H 3 ]

XX XX

Konfidenzintervall fur ﬁo zum Konfidenzniveau 1-«

/ o o
- +
[31 tn-z;i-alz S ’ B1 tn-2;1-«/z S ]

X X XX

Flir unser Beispiel erhalten wir folgende Konfidenzintervalle fiir

Bo und 81 zum Konfidenzniveau 1-0=0.95:

BO : [13.56,15.62 ] und B1 :[ -1.72,-1.23 ].

Wir betrachten nun noch den Test folgender Hypothese genauer:
Hb:51=0 gegen HH:B1¢0

Hier wird ilberprift, ob dir Variable x iliberhaupt zur ErklArung von
y bendétigt wird.
Das Quadrat der Teststatistik ZH lautet fir diese Testproblem:

~2 ~2
TZ B 1 Bl Sxx SSR
il 1 - 2 = “~2 . SS (2.50)
o ] E
S n-2

XX

. . Y _ a2
da mit (2.10) und (2.28) gilt SSR = Bisxy = Bisx.

x
Unter Hb:81=0 ist die Teststatistik F als Quadrat einer
mit n-2 Freiheitsgraden t-verteilten Zufallsvariablen F-verteilt
mit 1 und n-2 Freiheitsgraden.
In die Teststatistik F geht also sowohl der durch die Regression
erkldrte Teil der Streuung der Y, als auch der nicht durch die
Regression erklarte Teil der Streuung der v, ein. Die Nullhypothe-
se Hb:ﬁ1=0 wird abgelehnt, wenn der Zdhler von F im Verhdltnis zum
Nenner dJgrof ist,d.h. wenn zum Niveau « gilt:F2F1ﬂpz;1-a ,Wobei
FLn-ml-a das 1l-o-Quantil einer F-Verteilung mit 1 und n-2 Frei-

heitsgraden ist.
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Samtliche bei diesem Test benutzten Informationen werden in der
sog. ANOVA-Tabelle zusammengestellt. Das Akronym ANOVA steht fiir

Analysis of Variance (Varianzanalyse).

Sum of

Source Squares df Mean Square F p—-value

. . Z
Regression SSR 1 SSR (=Z) N

SSE
Residual SS . n-2 o= (=N)
Total S n-1
vy

Die Grdfen sind noch einmal im einzelnen:

Y . 2 -~
ss, = Z(yi—y) = Bl.S‘xv

~o2
Ss, = Z(yi—yi)
-2
s =Z B
vy 1(yi y)
In der ANOVA-Tabelle ist auch der erwartungtreue Schitzer fiir 02
SsS
zu finden, némlich —h—3 - AuBerdem kann man aus der ANOVA-Tabelle
2 SSR
ohne Schwierigkeiten das Bestimmtheitsmap R® = T berechnen.
vy

Der p-value (Uberschreitungswahrscheinlichkeit) gibt an, wie grof
unter Hj die Wahrscheinlichkeit ist, Werte der Teststatistik zu
beobachten, die gréfer oder gleich dem realisierten sind, falls die
Nullhypothese fir "groBe" Werte der Teststatistik abgelehnt wird..
Ist der p-value also "klein", so spricht dies gegen Ho’ Die Null-
hypothese wird Hosomit zum Niveau o abgelehnt, wenn der p-value

kleiner als o ist.
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Fur das Beispiel erhalten wir folgende Anova Tabelle:

Source SOt daf Mean Square F p-value
Squares

Regression 21.904 1 21.904 377.7] 0.0003

Residual 0.174 3 0.058

Total 22.078 4

Da gilt 0.0003<0.05 lehnen wir zum Niveau o=0.05 die Nullhypothese
Ho:B1=O ab. .
Das Bestimmtheitsmap R~ ist 0.9921.
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2.7 Ein Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert von Y

Ein Regressionsmodell wird in der Regel aufgestellt, um den Erwar-
tungswert von Y bei einem vorgegebenen Wert Xb von X zu schédtzen.
So kénnte sich ein Autoverkdufer fiir den erwarteten Verkaufspreis
eines 4 Jahre alten Autos interessieren.

Wir bezeichnen im folgenden den Erwartungswert von Y an der Stelle
x, mit E(leo).

Offensichtlich gilt: E(leb)=ﬁo+ﬁ1xb

Somit liegt es, nahe folgende Schitzfunktion zu wahlen:
Y6=Bo+ﬁ1xb (2.51)

Da gilt E(Yb)=E(Bo+B1Xb)=ﬁo+ﬁ1Xb ist Yb eine erwartungtreue

Schatzfunktion fir E(leo). Die Varianz von Y, kann man sich fol-
gendermafen herleiten:

Var(l;o) = Var(§0+f§1xo) = Var(lgo) + Var(lgixo) + 2 Cov(§ ,ﬁ? x) =

4] 10

2( 1 x° 2 o2 e
o ( = + ) + X + 2XbC°V(Bo’B1) =

n S oS
XX XX
-2 xz 2
_ 21 X 0 _ X0 -
=0 ( *t 3 + 3 ) 2Xb 3 =
XX XX xX
_2 -—
2( 1 X + Xb - ZXbX )
=0 - 4+ =
n S

(2.51)

-~

Yb ist nun als Linearkombination der normalverteilten Zufallsvari-
ablen ﬁo und B1 normalverteilt. Somit gilt
YO—E’(YIXO)
(% -=x)%
(5 =)
n

XX
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Schatzen wir nun o durch die erwartungtreue Schatzfunktion 02, so

erhalten wir wie in Abschnitt 2.6 eine mit n-2 Freiheitsgraden
t-verteilte Zufallsgroéfe, da BO und ¢° und 31 und o2 unabhingig

(n—2)o2
2

ag

sind und aupferdem gilt ~ xz(n-2). Es gilt also

-~

Y, — E(Y|x,)
7= s t(n-2) (2.52)

— _ 2 N
gz( % " ( * - *o ) )

XX

Ein Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1-o fir E(Y|xo) hat

also die Grenzen:

)
|
Q)
V]
N
Sl
+
N
%1
|
ON
| S
N
~————

)
+
ot
>
N
N
Sk
+
~
¥
|
ON
—
N
| S——

Wie man an den obigen Gleichungen sofort erkennen kann, ist das
Konfidenzintervall fir Xb:§ am schmalsten. Je weiter X, von X ent-
fernt ist, um so breiter wird das Konfidenzintervall. In der fol-
genden Tabelle sind die Konfidenzintervalle zum Konfidenzniveau

1-x=0.95 fir E(Y|x0) an ausgewahlten Stellen X, angegeben.

X yo untere Grenze obere Gren:ze Breite
2 11.63 11.04 12.22 1.18
3 10.15 9.73 10.57 0.84
4 8.67 8.33 9.01 0.68
5 7.19 6.77 7.61 0.84
6 5.71 5.12 6.30 1.18
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2.8 Ein Test auf Linearitat

Eine 2zentrale Annahme des linearen Modell ist, daB der Zusammen-
hang zwischen den Variablen x und y linear in den Parametern BO
und B1 ist. Diese Annahme kann nicht uberpriift werden, wenn an
jeder Stelle xk,i=1,...,n, nur ein Wert der abhdngigen Variablen
beobachtet wurde. Wir gehen deshalb im folgenden davon aus, dap k
MefBpunkte X1""’Xk vorliegen, und am MefBpunkt xi 1'1i Werte der
Variablen Y beobachtet wurden. Sei also y}j die j-te Beobachtung

von Y an der Stelle xi,j=1,...,ni. Insgesamt gibt es n=2ni

Beobachtungen.

-~ -~

Sei nun y}=B0+lei, wobei BO und 31 die Schéatzer von Bo und 31

nach der Methode der Kleinsten Quadrate sind. AuBerdem sei
n,
1

y}=2:y}j das arithmetische Mittel der yij an der Stelle X, -

i=1

-~

Wir kénnen nun das Residuum eij=yij—yi in zweil additive

Komponenten zerlegen:

-~

Y 7Y, <Y, 7YY, 7Y, (2.53)
Quadrieren wir nun beide Seiten dieser Gleichung und summieren

dann tber i und j, so ergibt sich:



Also gilt SSE=SSPE+SSLOF (2.54)

mit

k i
R Y
S5y = E: (yij y})
i=1 j=1
k n,
BS == —')2
PE ny yx
i=1 j=1
k ay k
_ - _~\2 _ = e
SSLOF‘ Z Z(yi yi) Z n‘(yi yi)
i=1 j=1 i=1

LOF steht fir Lack of fit. 1In SSLOF gehen die Abweichungen der
Mittelwerte der y, von der geschitzten Geraden ein. Sind diese
Abweichungen groB, so wird der Datensatz schlecht durch eine Ge-
rade beschrieben.

PE steht fir Pure Error. In SSPE gehen nur die Abweichungen der v
von ihrem jeweiligen Mittelwert ein. SSPE ist also ein

modellunabhédngiges Map fiir die Streuung der Beobachtungen.

Mit SSPE und SSLOF kénnen wir einen Test auf die Gilite der

Anpassung konstruieren. Ist SSLOF im Verh&ltnis zu SS}E groB, so
deutet dies darauf hin, daB das Modell falsch ist.
Da die lzj unter den Annahmen des linearen Modells unabhangig und

identisch mit Erwartungswert 0 und Varianz o2 normalverteilt

sind,ist
n,
1
1 =32 2
2 Z(yij_yi) ¥ X (n,-1)
o
j=1
Also ist SSPE als Summe von k unabhingigen mit jeweils ni—l

o
Freiheitsgraden chiquadratverteilten Zufallsvariablen chiquadrat-
verteilt mit E(ni—1)=n-k Freiheitsgraden.

1
1

o
k-2 Freiheitsgraden ist, und dap SSLo

SS chiquadratverteilt mit

Man kann nun noch zeigen, dap LOF

B und SSPE unabhdngig sind.
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Die Teststatistik fiir den Test auf Linearitdt ist:

SS

LOF
k-2
F = ——=
L SSPE
n-k
Das Testproblem lautet:
Hb: E’(Yi)=130+lei fir alle i=1,...,n
Hi: E(Yi)#30+81xi fir mind. ein i
Hb wird Zum Signifikanzniveau o abgelehnt, wenn gilt
Flek-zﬂnk;i-a , Wobeil F;-Zﬂhk;l-a das 1-o—Quantil einer F-

Verteilung mit k-2 und n-k Freiheitsgraden ist.
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Beispiel:

In der folgenden Tabelle sind die von der Arbeitsgemeinschaft
deutscher wirtschaftswissenschaftlicher Forschungsinstitute prog-
nostizierten Werte X, und die realisierten Werte Y, fiir die Wachs-
tumsrate des realen Bruttosozialprodukts fiir die Jahre 1980 bis

1989 wiedergegeben.

»
«

Jahr

1980
1981
1982
1983
1984
1985
1986
1987
1988
1989

=
[N

.
WCWRPRNMRPRWERERRPROPR

QOO0 O0ODOCOOOWL

NDMDWWNDNDORON
OO WwWwwwooWwm

Die ANOVA-Tabelle des Datensatzes ist

Source AT S df Mean Square F p—value
sSquares

Regression 4.1309 1 4.1309 1.89 0.2067

Residual 17.4981 8 2.1873

Total 21.629 9

Es gilt also SSE=17.4981. Wir berechnen zundchst SSPE mit folgen-
der Hilfstabelle, bei der wir nur die Werte von X, berlicksichti-

gen, die mehrfach vorkommen.

= -z
® Yy, Y, Z ( Yi; ~ yi) af
0 1.9.,0 0.95 1.805 1
2 3.9,3.7,1.9,3.3 3.2 2.44 3
3 1.6,2.3 1.95 0.245 1

Wir erhalten somit SSPE,= 4.49 mit 5 Freiheitsgraden. Somit gilt

SSL0F=17.498—4.49=13.008 mit 3 Freiheitsgraden. Es ergibt sich

F1=4.828 . Wegen Fs,suxss = 5.41 wird Hb nicht abgelehnt.

31



3. Das lineare Modell in Matrixschreibweise

3.1 Das Modell

Im letzten Kapitel haben wir uns mit der linearen Einfachregression
beschédftigt. Die Herleitung der Schitzer, ihrer Erwartungswerte und
Varianzen war hier ohne Matrizenrechnung mdglich, ohne daP der Uber-
blick verloren ging. Hangt die zu erkldrende Variable Y aber von
mehreren erkldrenden Variablen xi,...,xb ab, so ist es sinnvoll, das
lineare Modell in Matrixschreibweise darzustellen und in diesem Rah-
men die Schédtzer und deren Eigenschaften herzuleiten.

Wir gehen also aus von folgendem Modell

Y = ﬁo+ﬁ1x1+ﬁZXé+...+ﬁpxb+e
Um die unbekannten Parameter ﬁo,B1,...,ﬂp Zzu schéatzen, werden

yi'xi1'x12

Realisationen Yyeooor¥, zugrundeliegenden Zufallsvariablen

Y1"”'Y; gilt dann:

""’le i=1,...,n beobachtet bzw. gemessen. Fiir die den

Y1= Bo+ﬂ1X}1+ﬁzx‘ (i=1,..n

i

+...H
2 Bpx i

+E
P
Flir die Stoérterme 81""'5n machen wir die iiblichen Annahmen:

(a) E(el)=0 fir i=1,...,n

o?  fiir i=j
(b) Cov(el,sj) J
0 fir i#j
(c) Bei der Durchfilhrung von Tests und beim Aufstellen von Konfi-
denzintervallen unterstellen wir noch, dap die Stérterme nor-

malverteilt sind.

Wir schreiben das Modell nun in Matrizenform.

Mit
{ 3 { 3 8 ) fi 3
E ..
Y, 1 B, 1 X, X *1p
& PR
YZ 2 B! 1 xZ‘l XZZ pr
Y= R €= R ﬁ: A X= .
Y € B 1l x X
nl n2 n
L © Yy ) . P J . gy

erhalten wir das Modell
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In dieser Darstellung sind nun die Komponenten der Vektoren Y und €
univariate Zufallsvariablen. Solche Vektoren bezeichnet man als Zu-
fallsvektoren oder auch mehrdimensionale Zufallsvariablen. Da wir im
folgenden immer wieder Eigenschaften von mehrdimensionalen Zufalls-
variablen benutzen werden, wollen wir diese im nédchsten Abschnitt

zunadchst n&her betrachten.

3.2 Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Wie schon im letzten Abschnitt erwdhnt wurde, heipt der Vektor

Y=(Y1,...,Y;)' n—-dimensionale Zufallsvariable, wenn Y;,...,Y;

univariate Zufallsvariablen sind.

Die Matrix 2Z= ) heipt Zufallsmatrix, wenn die

einzelnen Elemente von Z univariate Zufallsvariablen sind.
Fliir die (n,m)-Matrix 2 mit Elementen le schreiben wir im
folgenden Z=[[ZLJ]'

Eine (n,l)-Zufallsmatrix ist eine n-dimensionale Zufallsvariable.
Wir werden uns im wesentlichen mit n-dimensionalen Zufallsvaria-
blen beschdftigen. Zundchst wollen wir aber eine Eigenschaft einer

Zufallsmatrix betrachten, die wir im folgenden bendtigen werden.

Sei Z eine {n,m)-Zufallsmatrix, und es existiere E(ZLJ fir

i=1,..,n,j=1,...,m. Dann ist E(Z)=[{E(ZLJ)].
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SATZ 3.2

Seien A eine (1,n)-Matrix,B eine (m,p)-Matrix und C eine (1,p)-
Matrix reeller Zahlen. Weiterhin ist Z eine (n,m)-Zufallsmatrix.
Dann gilt

E(AZB+C)=AE(Z)B+C (3.1)

Beweis

ir rs s8j ij
r=1 s=1

m n
Sei W=AZB+C. Dann gilt WU:Z Za Z b +d ..

Aufgrund der Eigenschaften des Erwartungswerts univariater Zufalls-—

variablen gilt also:

E(Wjj)=i Znairg(zm)bsjmu )

rel1 s=1

Also gilt E(W)=E(AZB+C)=AE(Z)B+C. |

Ist Y eine k-dimensionale Zufallsvariable mit Erwartungswert E(Y)
A eine (n,k)-Matrix reeller 2Zahlen und b ein n-dimensionaler

Spaltenvektor reeller Zahlen, so gilt aufgrund von SATZ 3.2:
E(AY+b)=AE(Y)+b (3.2)

Ein Map fiir den linearen Zusammenhang 2zwischen 2zwei univariaten

Zufallsvariablen YH und Yé ist die Kovarianz

cov(y,, Y2)=E[(Y1 -£(v,)) (YZ—E(YZJ)] (3.3)

Fiir Cov(Y&,Y}) schreiben wir 0, -
Es gilt

Cov(Y;,Y%)=Cov(Yé,YA) (3.4)
Weiterhin gilt

Cov (Y, Y, )=EA(Y, ~E(Y,) )ZU=Var(Yi) ,i=1,2.

Fir Var(Yi) schreiben wir ozi,i=1,2.
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Wir bilden eine Matrix aus den Varianzen und Kovarianzen, die sog.

Varianz-Kovarianz-Matrix X:

Wegen Cov(Y&,Yé)=Cov(Y;,Ya) ist die Varianz-Kovarianz-Matrix I sym-

metrisch,d.h. I=X'.

Die Varianz-Kovarianz-Matrix einer k-dimensionalen Zufallsvariablen
ist analog aufgebaut. Fiir ¥ schreiben wir auch Cov(Y).

Wir kénnen die Varianz-Kovarianz-Matrix auch folgendermafen berech-
nen, wobei wir u fir E YJ schreiben:

J "‘”"f“l)) 5{(r, ) (%)
Y, ) (Y‘l_ui)) E((Yz_“z) (Yz—uz))

(

(

(Y1 “1) Y1—"1) ( s ) ( _"z)
) ( —“z) (Yé—uz)

Y‘l 1

( Y? MZ)

f

-F Y, Yoo ! -F S I ™ '
Y, H, Y,-u, Y, H, Y, H,
\
= E((v-p) (v-p) ) = e((v-E(v)) (Y-E(¥)) ") (3.5)

Offensichtlich gilt diese Beziehung auch fiir die Varianz-Kovarianz-—
Matrix einer k-dimensionalen Zufallsvariablen.

Mit (3.5) konnen wir sofort den folgenden Satz beweisen

SATZ 3.3

Sei Y eine k-dimensionale Zufallsvariable mit Erwartungswert
E(Y?=u=(u1,...4%)' und Varianz-Kovarianzmatrix I.
AupBerdem sei A eine (n,k)-Matrix reeller Zahlen und b ein
k-dimensionaler Spaltenvektor.
Dann gilt

Cov(AY#p)=ACov(Y7A' (3.6)
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Beweis

Ist A eine (n.k)-Matrix und B eine (k,n)-Matrix, dann gilt
(AB) '=B'A"'.

Mit (3.1) ,(3.2) und (3.5) gilt also

Cov(Av+b) = E((AY+b-E(AY+b)) (AY+b-E(AY+b)) )

E( (AY+b-AE(Y)-b) (AY+b~AE(Y) -b) ‘)

E((AY;AE(Y))(AY—AE(Y))') =

e((atr-8(x))) (acv-8(3))) ") =

E(acr-g(v)) (v-B(v)) 'a*) =

AE((Y-E(Y)) (Y-E(Y)) ')A* = ACov(Y)A" B

Mit Hilfe der Beziehungen (3.2) und (3.6) werden wir im Abschnitt
3.4 die wesentlichen Eigenschaften des Kleinst-Quadrate-Schitzers
herleiten Auf die Modellierung der Verteilung der Stdérterme werden
wir dann erst in Abschnitt 3.5 eingehen, so dap wir uns im ndchsten
Abschnitt gleich der Herleitung des Kleinst-Quadrate-Schidtzers wid-

men werden.

3.3 Schatzen der Parameter

Im Abschnitt 3.1 haben wir das lineare Modell in Matrixschreibweise
geschrieben. Es lautet

Y=XB+€
wobei Y und € n-dimensionale Zufallsvariablen, X eine (n,k)-Matrix
mit k<n und rg(X)=k und B ein k-dimensionaler Spaltenvektor sind.

Fir die si unterstellen wir:
E(si)=0 fir i=1,...,n

o?  Fir i=j

0 fir izj

Fir die n-dimensionale Zufallsvariable €& unterstellen wir also
E(e)=0

Cov(s’,sj) = {

Cov(s)=nzl; )

wobeil 1; die (n,n)-Einheitsmatrix ist.
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Schétzung der Parameter nach der Methode der Kleinsten-Quadrate
heipt nun, den Wert fiir 8 so zu bestimmen, dap die Summe der qua-
drierten Stdérterme minimal wird,d.h.

Minimiere S(B)= s§=e ‘e=(y-XB) ' (y~XB)

Notwendige Bedingungen fiir ein lokales Extremum sind, daf die
ersten partiellen Ableitungen nach Bl,i=0,...,p Null werden.

Exkurs

Sei xeR" und £:R'SR differenzierbar in x. Dann ist der Gradient

von f definiert durch

ad
3% f(x)
dif)= -2 fix)= "
gra = TX X)= .
a
an f(x)
L J

k ;
Ist aeR und f(x)=a'x=x'a=a1x1+azx%+...+akxk, dann gilt

3 o o
6X; f(x)—al far i=1,...,k, also

grad(a'x)=a (3.7)

Ist A eine symmetrische (k,k)-Matrix,d.h. A=A', und f(x)=x'Ax, dann
gilt
grad(x'Ax)=2Ax (3.8)

Dies sieht man folgendermafen:

Es gilt x‘Ax=Z Xxkaijxj. Differenzieren wir diesen Ausdruck nach X,
J

. . 2 ) . . .
SO mussen Wir von den X~ Summanden nur die folgenden beriicksichti-

en: xa x + X a x +a x2
gen: k ki ik e TkkCkC
j#x i £k
Differenzieren wir diesen Ausdruck nach X . SO erhalten wir

Z aijj+z xia”+2akkxk=z aijj+z xialk =
j#k i#x i f

= Za”xj, da wegen A=A4' gilt aik=a“.

B
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I,

Nun gilt aber fiir die k-te Komponente von y=Ax

yk%§:aijj . Somit ist grad(x‘'Ax)=2Ax. i
Rl

Wir kehren zum urspriinglichen Problem zuriick.
S(B)=(y-XB) '(y-XB)=(y'-(XB) ') (y-XB)=(y'-B'X"') (y-XB) =

=y'y-B'X'y-y 'XB+B'X'XB=y'y-B'X'y-(B'X'y) '+ 'X 'XB=
=y'y-28'X'y+3'X'Xp ,

da fiir einen Skalar a gilt: a=a'.

Wir bilden den Gradienten von S(B), wobei wir (3.7) und (3.8)
anwenden.

grad(S(B))=-2X'y+2X'XB (3.9)

Notwendige Bedingung fiir einen Extremwert an der Stelle B ist also

—2X'y+2X "X =0 (3.10)
Wir erhalten die sogenannten Normalgleichungen

X’Xﬁ=X'y (3.11)
Da gilt rg(X'X)=rg(X)=k, und da X'X eine (k,k)-Matrix ist,
existiert (X"X)_1 und wir kénnen (3.11) nach 5 auflésen:

B=(x'x)""x"y (3.12)
Wir kdnnen (3.11) auch folgendermaBen schreiben

X' (y-Xf)=0 (3.13)

Dap an der Stelle B die Funktion S(B) auch wirklich ein Minimum
aufweist, sieht man folgendermafBen

S(R)=(y-XB) ' (y~XB)=(y~XP+XP-XB) ' (y~XP+XP~XB) =
=((y-XB)+X(B-B)) ' ((y-XB)+X(F-B) )=
=((y-XB) '+ (B~B) 'X") ((y-XB ) +X(F~B) ) =
=(y-XB) ' (y~XB)+(y-XB) "X (B~B)+(B-B) ‘X' (y—XB )+ (PB) "X "X (F-B) =

=(y-XB) ' (y-XB)+(B-B) "X 'X(F-B) (3.14)
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da wegen (3.13) gilt (y-XB)'X(B-B)=0 und (B-B)'X'(y-XB)=0.
Der erste Term in (3.14) héangt nicht von B ab. Also wird (3.14) mi-
nimal, wenn (f-B)'X'X(p-p) mbglichst klein wird.

Es gilt (B-B) 'X'X(B—B)=(X(B—B)) 'X(E—B)=z'z=zzfzo mit z=X(B~B).

Da X vollen Spaltenrang besitzt, die Spalten von X also linear
unabhédngig sind, ist XT§~ﬂ) genau dann 0, wenn gilt §~ﬁ=0.
Also ist B das eindeutige Minimum von S(B8).
Der Vektor der geschitzten y-Werte ist

y=XB=X(X'X) ‘X 'y=Hy (3.15)
mit H=x(x'x) 'x°.

Zur Herleitung der Eigenschaften von H bendtigen wir folgende

Beziehung:

Ist A eine regulére (k,k)-Matrix,so gilt (A') '=¢a"1)-,

1 1

denn I,=aa” =(aa" ') '=¢a"1)a-.

Da gilt (X'X)'=X'(X')'=X'X, ist X'X symmetrisch ,und wegen
rg(x)=rg(X'X)=k, ist X'X regulédr. Also gilt

(xx") =((xx ) =xex) (3.16)
Somit gilt also
H'=(X(X'X)“’X') '=((X') '((X'X)") 'X') =X(X'X)'X'=H (3.17)

Also ist H symmetrisch.
Weiterhin gilt

H=HE=x(x'X)"'Xx'x(x'X) 'x'=x(x'x) 'x'= (3.18)
Somit ist H idempotent.

Die Residuen sind el;ylﬁ;i,i=1,...,n.

Somit erhalten wir den Residuenvektor

e=y—1;=y—X (x'%) 'X'y= (I -X(X'X)" 'x')y=py (3.19)

mit P=I -X(X'X) 'x '=I_-H.
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Die Matrix P ist ebenfalls symmetrisch und idempotent, denn
P'=(I ~H)'=I'-H'=I -H=pP {3.20)
n n n

P’=pp= (I -H) (I -H) =I: ~H-H+H" =I ~H-H+H=I -H=P (3.21)

Wir bestimmen nun noch den Kleinst-Quadrate-Schétzer von B bei der
Einfachregression mit Hilfe der Matrix-Darstellung des Modells und
des Schatzers.

Bei der Einfachregression lautet die Designmatrix:
s \

1 X,
1 Xé
X= . . (3.22)
1 X
n
\ J

d -c
N . 3 . -1 1
Fur eine (2,2)-Matrix A—[ . a } gilt 4 = —;;:;;—{m s ], falls

gilt ad#bce.
Wir erhalten also

2
n Z ! z X ”Z X,
1

, | und (x'x)7"= %—
Z X, Z X, -Z X, n
k=n5‘x?— (in) % :
qrd

g . Y2 _ 2_ Z.2%) - 2_,- =2 _
Nun gilt Sxx_ Z(x’ x) = Z(X’ lex+x) in ZXin+nx

< - 2007 - 20

Also gilt k=nsxx'

X'X=

Weiterhin erhalten wir X'y= :

Somit gilt

2
ny —nyZx
1 i o T e (3.23)

S
XX —inZyi +1'1Zx]lyl

B = (x'%) 'x'y =
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Wir vereinfachen zunidchst die zweite Komponente von B.
Es gilt

Sev = Z(xi —x) (yi_y) = Z(xiyi—xly-xyi+xy b

= Zxryl— ZX}— ¥, tnxy =
1
= zxiyi— :zxizyi B
1 []
1
":(QZXTYVQFQZYJ

~ S
Somit ist die zweite Komponente von f gleich

Xy

SXX

Wwas wir in

Kapitel 2 bereits gezeigt haben.

Wir vereinfachen nun noch die erste Komponente von fB:

pri)x - Ymn ]
SFEOFSL

br - (Qa ) i n(fm) - Jan g m

)
%Z‘Yi n‘ X?_(in)z) ) inyi in .

(
FE Rk T

I
Iq
i
24
K
I
—
-]
X
N
|
i
D)
"xn
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3.4 Eigenschaften der Schitzer

Im linearen Modell Y=xB+t gilt wegen (3.2) und (3.6) unter
den Annahmen E(¢)=0 und Cov(e):ozlk:
E(Y)=E(Xp+c)=XB+E () =XB (3.24)

Cov(Y)=Cov(XB+€)=Cov(s)=021; (3.25)
Somit gilt fir den Kleinst-Quadrate-Schitzer §=(X”X7'1X"Y :
E(EJ =E‘( (X'X) '1X'Y) =(X'X) '1X'E(Y) =(x'X) "X ' xB=B (3.26)

Der Kleinst-Quadrate-Schitzer B ist somit erwartungstreu fiir B.

Fir die Varianz-Kovarianzmatrix von B gilt wegen (3.6) und (3.25):

Cov(§)=COv((X'X)’1X'Y)=(X'X)'1X'Cov(y) ((X'X)'lx') ‘=
=(X'X)“X'ozrnX(X'X)‘1= o (x'x) "k x(x'x) 1= 0% (x'x)"1 (3.26)

Der Kleinst-Quadrate-Schitzer g ist in den Y&,...,Y; linear.
In der Klasse der linearen Schitzer besitzt er folgende

Optimalitédtseigenschaft:

Satz 3.4

Im linearen Modell Y=XB+f ist der Kleinst-Quadrate-Schatzer

ﬁ=(X'X7—yXﬂy bester linearer unverzerrter Schitzer (best linear
unbiased estimator BLUE), d.h. unter allen Schatzern der Form B*;AY
mit E(B*)=ﬁ besitzt B minimale Varianz. Es gilt

Var(ﬁi)sVar(B:), i=0,...,p (3.28)
und sogar

Var(c'ﬁ)SVar(c'ﬁ*) fiir alle ceR¥ (3.29)

Beweis
Wir zeigen (3.29), da dann auch (3.28) gilt, wenn man fiir ¢ die

Einheitsvektoren wahlt.
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Da B* erwartungstreu fiir g ist, mup gelten
E(B")=E(AY)=AE(Y)=AXB=f fir alle BeR*, also (AX-I )B=0 fir alle
BeRk. Dies impliziert Ax=Ik.
Nun ist
Var(c'ﬁ*)=Var(c'AY)=c’ACov(Y)(c'A)'=c'AozI;A'c=ozc’AA’c
und
Var(c'§)=c’Cov(§)c=ozc'(X"X7-1c
Wir haben also zu zeigen
c'Ad'czc' (x'X) "¢ fir alle ceR*,d.h.
c'(AA'-(X'X) )20 fir alle ceR.
Nun gilt wegen AXbIk
AA'-(X'X)""=AA"-Ax(x'X) " (AX) '=AA ' -Ax(x'X) x'a'=
=A (In—X(X'X) _1X')A '=APA '=AP2A '=APPA '=APP'A '=AP(AP) ',
da P wegen (3.20) und (3.21) idempotent und symmetrisch ist.
Mit W=AP gilt also
c'WW’c=c'W(c'W)’=z'z=Z zfzo mit z=c'W. |
Ist P eine (n,n)-Matrix, so ist die Spur von P gleich der Summe
der Hauptdiagonalelemente,d.h. tr(P)%Z p,,-

Ist A eine (n,p)-Matrix und B eine (p,n)-Matrix, dann gilt
tr(AB)=tr (BA) (3.30)
Dies sieht man folgendermafen:

p n p
Sei C=AB. Dann gilt c,.,= aikbk1 und somit t:r(AB)=Z Z aikbki.
k=1 i=1 k=1
n
Sei D=BA. Dann gilt dkk= bkia « und somit
i=1
n n P
tr(BA)=Z Z bklaik= Z a kbu:tr(AB)'
k=1 i=1 f=1 k=1
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Diese Beziehung bendtigen wir beim Beweis des folgenden
Satzes, der eine erwartungstreue Schiatzfunktion fir o angibt.

Satz 3.5
2

Im linearen Modell Y=XxB+t ist o°=

nik e'e mit e=y-y=y—X(X'X)'1X'y

eine erwartungstreue Schitzfunktion fiir 02.

Beweis

Es gilt

e=y-y=y-X(X'X) ‘X 'y= (In -x(x'x) " x ) y=(rn -x(x'x) 'x ) (XB+5) =
=Xp+e-X(X'X) " 'X'xB-x(x'%x) 'x 's=(rn -x(x'x)"'x ) £=Pe (3.31)
Dabei ist P wegen (3.20) und (3.21) eine idempotente und
symmetrische Matrix.

Es gilt also

n

el A 'P’::Z plicf * z P&y

i=1 i#j

Nun ist E(£i2)=V'ar(ei)=o2 flir i=1,....,n und E(eiej)=Cov(ei,sj)=0

far i#j.
Also gilt
n n
E(e'e)= E(e®) + E(e e ) = g° = oztr(P)
€ =) Py, i pij i 37 " b, = :
i=1 i#j i=1

Nun gilt wegen (3.30)
tr(P)=tr (In ~-x(x'x) 'x ) =tr (rn] ~tr (X (x'x) 'x ) =n-tr( (x'x)"'x x) =

:n—tr(l})=n—k

Also gilt E(e'e)=(n-k)o® und somit E( nik e'e)=oz. |
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3.5 Verteilungen
3.5.1 Die mehrdimensionale Normalverteilung

Die univariate Zufallsvariable Y ist normalverteilt mit den

Parametern u und az, falls ihre Dichte lautet:

- 1( Y-u )2 y
fv(y)=_.1_ e 2\ O = (2n02)"05 ¢=0-5(Y-4) (6%)7" (Y-u)
an o

Die mehrdimensionale Zufallsvariable Y=(Y1,...Y;)' heipt
n-dimensional normalverteilt, wenn ein n-dimensionaler Vektor

p=(p ,...,1)' und eine positiv definite (n,n)-Matrix I existiert,
1 n

so dap die Dichte von Y lautet:
-1 _
fY(y)=(2n)'°'5"|>3|'°'5 Py 0.5(y-u) ‘'L " (Y-u) (3.32)

Dabei ist |X%| die Determinante von I.
Die Parameter i und I haben dieselbe Bedeutung wie bei der

univariaten Normalverteilung.
Es gilt E(Y)=u und Cov(Y)=L.(Siehe z.B. Seber(1977),Linear

Regression Analysis,S.22)

Ist die n-dimensionale Zufallsvariable Y mehrdimensional normal-

verteilt mit den Parametern M und I, so schreiben wir YNW;(M,E).

Unterstellen wir also im linearen Modell ,daf die Stdérterme
Epreeer unabhangig und identisch mit den Parametern 0 und
o? normalverteilt sind, so gilt fiir die n-dimensionale

Zufallsvariable €=(€1,...,en)':

E~N_ (O,OZIn) (3.33)
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Bei linearen Transformationen verhilt sich die mehrdimensionale
Normalverteilung genauso wie die univariate Normalverteilung.

Genauer gibt dies der folgende Satz an.

Satz 3.6

Ist Yb(Yi,...,Y;)' mehrdimensional normalverteilt mit den Parametern
# und ¥ und ist A eine (k,n)-Matrix mit k<n und rg(A)=k und b ein
k-dimensionaler Spaltenvektor, dann ist AY+b k-dimensional normal-
verteilt mit E(Y)=Au+b und Cov(Y)=ALA'.

Beweis
Auf den Beweis dieses Satzes verzichten wir. Er ist z.B. bei

Seber (1977) ,Linear Regression Analysis auf S.28 zu finden. l

Aus Satz 3.6 folgt sofort, daPp jede Randverteilung einer n-
dimensional normalverteilten Zufallsvariablen Y eine univariate Nor-
malverteilung ist. Wir wahlen fiir A das Transponierte des i-ten Ein-
heitsvektors und fiir b den Nullvektor.

AuPerdem ist die gemeinsame Verteilung von k Komponenten einer n-
dimensionalen Normalverteilung eine k-~dimensionale Normalverteilung.
Die Zeilen von A bilden in diesem Fall die entsprechenden Einheits-
vektoren, und b ist wiederum der Nullvektor.

Ist im linearen Modell Y=XB+e der Vektor €& n-dimensional normalver—
teilt mit Parametern 0 und 021;, d.h. SAmQ(O,GZI;), so folgt aus

Satz 3.6 sofort
2
Yol (XB,G In) (3.34)
In der Notation von Satz 3.6 ist A=I; und b=Xp, und da 1; vollen

Zeilenrang besitzt, ist Y n-dimensional normalverteilt. Die

Parameter kann man ohne Schwierigkeiten bestimmen.
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Die Verteilung wvon ﬁ=(X"X7'1X'y unter den Annahmen des linearen

Modells gibt der folgende Satz an

Satz 3.7

Im linearen Modell Y=XB+t£ mit ENN;(O,OZI;) gilt fiir den Kleinst-
Quadrate-Schitzer B=(X'X) X'y :

éka (8.0% x'x) ) (3.35)

Beweis

In der Notation von Satz 3.6 gilt §=AY+b mit A=(X'X7-3X' und b=0.
Die Matrix A ist eine (k,n)-Matrix mit rg(A)=k, da X den Rang k be-
sitzt und somit auch X'X, (X'X)"! und (x'x) 'x', ist a aufgrund von

Satz 3.6 k—-dimensional normalverteilt .

Wegen (3.26) und (3.27) gilt E(§]=ﬁ und Cov(§)=02(X”X7'1. B

Ist die Varianz oz der Storterme bekannt, so kann man ohne Schwie-

rigkeiten Tests auf einzelne Komponenten von B8 durchfiihren. In der

Regel ist 02 aber unbekannt und muf durch oz=

nik e'e geschatzt
werden. Im Beweis von Satz 3.6 wurde gezeigt, dap gilt

e'e=e'Pe , wobei P eine idempotente und symmetrische Matrix ist. e'e
ist somit eine quadratische Form in der n-dimensional normalverteil-
ten Zufallsvariablen €, wobei die zugehérige Matrix P idempotent und
symmetrisch ist. Mit der Verteilung von quadratischen Formen werden

wir uns im ndchsten Abschnitt ndher beschaftigen.
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3.5.2 Verteilung quadratischer Formen

Ist P eine symmetrische (n,n)-Matrix und w ein n-dimensionaler

Spaltenvektor, dann heift
erw:Z Z WD, W, (3.36)

quadratische Fornm.

Die Herleitung der Verteilung von quadratischen Formen ,bei denen w
eine n-dimensional normalverteilte Zufallsvariable ist, beruht im

wesentlichen auf folgendem Satz:

Satz 3.8

Zu jeder symmetrischen (n,n)-Matrix P existiert eine orthogonale
{n,n)-Matrix T und eine Diagonalmatrix A=diag(l1,...,ln), so dap
gilt

P=TAT"' (3.37)
Dabei sind die Spalten von T die standardisierten Eigenvektoren
von P und die Hauptdiagonalelemente von A die zugehdérigen

Eigenwerte.
Beweis

siehe Mardia,Kent,Bibby(1979), Multivariate Analysis, S5.469-470 |}

Anmerkungen

1. Eine (n,n)-Matrix T heift orthogonal, wenn gilt 7 lape,
Fiir eine orthogonale Matrix 7T gilt somit TT'=T'T=In.

Ist w eine n-dimensionaler Spaltenvektor und T eine orthogonale
(n,n)-Matrix, dann gilt (Tw) 'Tw=w'T'Tw=w'w. Die Multiplikation
mit einer orthogonalen Matrix Andert also die L&nge eines

Vektors nicht (Drehung, Spiegelung).
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2.

Das in Satz 3.8 erwdhnte Eigenwertproblem ist:
Gegeben sei eine (n,n)-Matrix P. Gesucht ist ein n-dimensiona-
ler Vektor ¢#0 und eine Zahl A, so dap gilt:

Pt=\t (3.38)

(3.38) kann man umformen zu

(P—lI;)t=0 (3.39)
(3.39) hat genau dann nichttriviale L&sungen, wenn gilt

| P21 | =0 (3.40)

(3.40) ist ein Polynom n-ten Grades in A, das n (nicht
notwendigerweise verschiedene) Nullstellen besitzt.

Diese bezeichnet man als Eigenwerte von P. Zu einem Eigenwert A
kann man dann mit Hilfe von Gleichung (3.39) die zugehdérigen
Eigenvektoren bestimmen. Bei einer symmetrischen Matrix P sind
nun alle Eigenwerte reell und die zu unterschiedlichen Eigen-
werten gehdrenden Eigenvektoren sind orthogonal. Die Vektoren

sind standardisiert, wenn ihre L&nge gleich 1 ist,d.h. t't=1.

Ist P eine symmetrische (n,n)-Matrix, so existiert aufgrund von
Satz 3.8 eine orthogonale Matrix T und eine Diagonalmatrix T,
so daf gilt P=TAT'. Eine quadratische Form in P kann nun
folgendermafen vereinfacht werden:

W'Pw=w'TAT 'w=(T'w) 'AT 'w=z 'Az= 112? mit z=T'w (3.41).

T

Man bezeichnet die Transformation z=T'w auch als Hauptachsen-
transformation, da jede quadratische Form in einer symmetri-
schen Matrix eine Ellipse bzw. ein Ellipsoid beschreibt, und
durch die Transformation z=T'w das Koordinatensystem in
Richtung der Hauptachsen der Ellipse bzw. des Ellipsoids ge-
dreht wird.
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Die Eigenwerte einer idempotenten Matrix P sind entweder 0 oder 1.

Dies gilt aufgrund von

Satz 3.9

Ist P eine symmetrische und idempotente Matrix, so sind die

Eigenwerte 0 oder 1.
Beweis

Sei P idempotent und A ein Eigenwert von P, dann existiert ein
Vektor t#0, so dap gilt

Pt=\t (3.42)
Multiplizieren wir beide Seiten von (3.42) mit P, so erhalten wir

PPt=pre=apPt=2’t (3.43)
Aufgrund der Idempotenz von P gilt aber auch

PPt=pt=rt (3.44)

Aus (3.43) und (3.44) folgt A%¢t=\t und somit A(1-\)t=0.
Da gilt t#0, mup also A=0 oder A=1 gelten. B

Die Diagonalmatrix in (3.37) hat bei einer idempotenten und
symmetrischen Matrix also eine sehr schdne Struktur. Sie enthialt
nur Einsen und Nullen. es stellt sich die Frage, wieviele der

Elemente den Wert 1 annehmen.

|satz 3.10]

Der Rang einer symmetrischen Matrix P ist gleich der Anzahl der

Eigenwerte, die ungleich 0 sind.

Beweis
Wir gehen aus von (3.37), d.h. P=TAT' und multiplizieren beide Sei-
ten von links mit T' und von rechts mit 7 und erhalten wegen
T'T=TT'=In:

T'PT=A (3.45)
Da der Rang einer Matrix sich nicht &ndert, wenn man sie mit einer
reguldren Matrix multipliziert, gilt also rg(P)=rg(T'PT)=rg(A).
Der Rang der Diagonalmatrix A mit den Eigenwerten von P ist aber
gerade der Anzahl der Hauptdiagonalelemente, die ungleich Null
sind. [ |
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Aus den Sdtzen 3.8,3.9 und 3.10 folgt, daf zu jeder idempotenten
und symmetrischen (n,n)-Matrix P mit rg(P)=r eine Orthogonalmatrix

T und ein Diagonalmatrix E; mit r Einsen und n-r Nullen auf der
Hauptdiagonalen existiert, so dapf gilt

P=IE}T' (3.46)

[satz 3.11)

Sei ymmg(u,ozrg) und P eine (n,n)-Matrix ,die symmetrisch und
(Y-u) 'P(Y-)
2

o

idempotent mit rg(P)=r ist, dann ist ~x2(r)

Beweis

Ist P symmetrisch und idempotent mit rg(P)=r, so sind r Eigenwerte
von P gleich 1 und die restlichen n-r gleich 0. Es existiert somit
eine Orthogonalmatrix T und eine Diagonalmatrix EL mit r Einsen
und n-r Nullen auf der Hauptdiagonalen, so daB gilt P=TELT'.

Sei Z=T'(Y-u). Da T' vollen Zeilenrang besitzt, ist Z auf Grund

von Satz 3.6 n-dimensional normalverteilt mit
E(Z)=E(T'(Y-u))=T'(E(Y)-u)=0 und

Cov(Z)=Cov(T'(Y-))=T'Cov(Y)T=T 'ozrn T=021'n .

Es gilt also Z~N;(0,ozl;), d.h. Zl,...,Zn sind unabhangig und mit
den Parametern O und o° identisch normalverteilt.

Z Z
Also sind 01 r oo’ on unabhéngig und identisch standardnormalver-

teilt.

Somit gilt
(Y1) 'P(Y-)  _ (Y-p) 'TE T'(Y=}) _ (T'(Y-4)) 'E T'(Y-1) _
o o’ o’
Z'E 2 z°
= WS bl E: i
o? o2
i
Z
Da die 5 unabhéngig und standardnormalverteilt sind, ist
(Y1) g(y-p) als Summe von r Quadraten von unabhangigen
ol

standardnormalverteilten Zufallsvariablen chiquadratverteilt mit r

Freiheitsgraden, womit der Satz bewiesen ist. [ |
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Ist die Varianz-Kovarianzmatrix der in der quadratischen Form vor-
kommenden Zufallsvariablen keine Diagonalmatrix, dann erhilt man
unter bestimmten Bedingungen wieder eine Chiquadratverteilung. Hier-
zu bendtigt man aber noch einige Ergebnisse aus der Linearen Alge-

bra.

| Satz 3.12]

Ist A eine symmetrische (n,n)-Matrix, dann ist die Spur von A gleich

der Summe der Eigenwerte von A.
Beweis

Seien 11,...,1n die Eigenwerte von A, A die Diagonalmatrix mit den
Eigenwerten von A und T die Orthogonalmatrix mit den standardi-
sierten Eigenvektoren, dann gilt wegen (3.30) und wegen der Orthogo-

nalitdt von T

z A =tr(A)=tr(T'AT)=tr(TT'A)=tr(A) B

|Satz 3.13]

Der Rang einer idempotenten und symmetrischen Matrix ist gleich

ihrer Spur.
Beweis

Eine idempotente und symmetrische Matrix mit Rang r besitzt r
Eigenwerte, die gleich I sind, die restlichen Eigenwerte sind 0.
Also ist die Summe der Eigenwerte auf Grund von Satz 3.12 gleich r

und somit gleich dem Rang. [ |
Ist P eine symmetrische (n,n)-Matrix und w ein n-dimensionaler

Spaltenvektor, dann heift die quadratische Form w'Pw positiv
definit, wenn w'Pw>0 gilt fiir alle w#O0.
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|Satz 3.14]

Die Eigenwerte einer positiv definiten Matrix P sind alle positiv.

Beweis

Da P symmetrisch ist, existiert eine orthogonale Matrix T, so dap
gilt P=TAT'. Also gilt

w'Pw=w'TﬂT'w=(T'w)’AT'W=z'Az=§}1zf>0 flir alle =z#0 (3.47)

(3.47) mup also auch fiir die Einheitsvektoren gelten, woraus folgt
A, >0 fir i=1,...,n. |

| Satz 3.15]}

Ist A eine positiv definite (n,n)-Matrix, dann existiert eine
reguldre (n,n)-Matrix R, so daB gilt

A=RR' (3.48)
Beweis
Da A symmetrisch ist, existiert eine orthogonale Matrix 7 und eine
Diagonalmatrix A, so dap gilt A=TAT'. Da A positiv definit ist, sind
auf Grund von Satz 3.14 alle Eigenwerte von A positiv und somit

existiert A°'5=diag(lg'5,...,1:'5) und ist reguldr. Somit gilt
A=TAT'=7A° °A° *r'=mn®® (1n® %) "= RR* mit R=TA®®. B
|Satz 3.16]

Ist YNN;OL ), A eine symmetrische (n.n)-Matrix mit rg(A)=r und
ATA=A, dann gilt (Y-p) 'A(Y-piux(r).
Beweis

Die Varianz-Kovarianzmatrix I ist positiv definit. Somit existiert

auf Grund von Satz 3.15 eine regulére Matrix R, so daB gilt I=RR’.

Wir bilden Z=R_1(Y—u). Da R reguldr ist, ist auch R ! reguldr und

auf Grund von Satz 3.6 ist Z n-dimensionale normalverteilt mit
E(Z)=E(R™(Y-u)=R" ' (E(Y)-u)=0 und

Cov(R™ ' (v-u) )=k 'cov(y) (R"') '=R™'S(R*) '=R"'RR " (R ')‘1=rn.
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Also gilt ZNN;(OHRJ.
Nun gilt (Y-u) 'A(Y-u)=(RZ) 'ARZ=Z'R'ARZ.

Aufgrund von Satz 3.11 ist Z'R'ARZ chiquadratverteilt mit r
Freiheitsgraden, wenn R'AR idempotent ist,d.h. wenn gilt
R'ARR'AR=R'AR. Wegen RR'=L mup also gelten R'AYAR=R'AR, und somit
da R reguldr ist AYA=A. [ |

Aus Satz 3.16 folgt dann sofort

[Satz 3.17]

Ist YoN. (u,z), dann gilt (Y-p) ‘T (Y-p)~x? (n).
Beweis
In der Notation von Satz 3.16 ist A=Y"!. Da gilt rg(E-l) =n und

2'122'1=2'1, ist (Y>u)'2-1(Y;u) chiquadratverteilt mit n
Freiheitsgraden. i

Wir kénnen nun ohne Schwierigkeiten die Verteilung von einigen im
Rahmen des Linearen Modell wichtigen quadratischen Formen

bestimmen.

|Satz 3.18]

Im linearen Modell Y=XB+c mit evN;(O,ozI;) gilt

jz (’; 'B) x'x (f; ‘ﬂ)”xz (k) (3.49)

wobei gilt f=(x'x) 'x'y.

Beweis

Aufgrund von Satz 3.7 gilt éwﬂa(ﬁ,oz(X”AU-i). Die Varianz-
Kovarianzmatrix I von é ist GZLX'X7_1. Der Rang von ¥ ist k.

AuBerdem gilt Z'1=0'ZCXCX).
Aufgrund von Satz 3.17 gilt somit

(E-B) 0% (x'x) (5-ﬁ)= = (E-ﬁ‘) 'X'X(E—B)fvxz (k) i
o

2
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Der folgende Satz gibt nun die Verteilung von 12 e'e an.
o
[Satz 3.19]
Im linearen Modell Y=XB+tc mit ENN;(O,OZI;) gilt
(n—k)c;z 2
> e'e= = X"~ (n-k) (3.50)
o o

Beweis
Im Beweis von Satz 3.6 wurde gezeigt e'e=tc'Pe , wobei die Matrix
P=I;<X£X'X7'?X‘ idempotent und symmetrisch ist.

Somit gilt £e. =& f:e )
(44 g

Da gilt SMN;(O,OZI;), und P idempotent und symmetrisch ist, ist

e'e

aufgrund von Satz 3.11 chiquadratverteilt, wobei die Anzahl

o
der Freiheitsgrade gleich dem Rang von P ist.

Da aufgrund von Satz 3.13 der Rang einer idempotenten und
symmetrischen Matrix gleich ihrer Spur ist, gilt

rg(B)=rg(P)=tr (In -X(X'X) "x') =tr (In) ~tr (x (X'X) '1x') =

=n-tr(x'X(x'x) " =n-tr (z,) =n-x [
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3.5.3 Unabhéngigkeit von Linearformen und quadratischen Formen

Fast alle Teststatistiken, die wir im néchsten Abschnitt herleiten
werden, sind Quotienten von quadratischen Formen in normalverteil-
ten Zufallsvariablen. Diese erfiillen die in den Sdtzen 3.11 und
3.16 angegebenen Bedingungen und sind somit chiquadratverteilt.
Der Quotient von chiquadratverteilten Zufallsvariablen, die durch
die Anzahl ihrer Freiheitsgrade dividiert werden, ist F-verteilt,
wenn die chiquadratverteilten Zufallsvariablen unabhéangig sind.
Wir werden in diesem Abschnitt nun Bedingungen angeben, unter de-
nen quadratische Formen unabhéngig sind. Auf die Beweise verzich-
ten wir. Sie sind bei Graybill,s.84-87 zu finden.

|Satz 3.20]

Sei YNN;Gu,OZI;), und seien A und B symmetrische (n,n)-Matrizen.
Y'AY und Y'BY sind genau dann unabhingig, wenn gilt AB=0.

|satz 3.21|

Sei YHN;(M,OZI;), und sei A eine symmetrische (n,n)-Matrix und B
eine (p,n)-Matrix.
Y'AY und BY sind genau dann unabhédngig, wenn gilt BA=0.

Mit Hilfe von Satz 3.21 kénnen wir beweisen

|satz 3.22]|

Im linearen Modell Y=XB+tc mit €~N;(0,021;) sind der
Kleinst-Quadrate-Schitzer §=(X"XU'1X"Y'und e 'e=t 'Pc unabhéngig.
Beweis

Aufgrund von (3.34) gilt YNN;(XB,OZIA).

Nun ist B=BY mit B=(X'X) 'X'. Weiterhin gilt

e ’e=(Y—X§) ! (Y—XE)=(PY} 'PY=Y'P'PY=Y ' 'PPY=Y'PY, da P=In-X(X'X)-1X'

idempotent und symmetrisch ist.
Da gilt

BP=(X'X)"'x* (In—X(X'X)-1X') =(x'x) "% -(x'x) xx(xx) x'=
=(x'x)"'x'-(x'x)"'x'=0, sind B und e'e aufgrund von Satz 3.21
unabhingig. [ |
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Da stetige Funktionen von unabh@ngigen Zufallsvariablen ebenfalls

unabhdngig sind(siehe dazu Mood,Graybill,Boes(1974),Introduction

to the Theory of Statistics,S.151), sind auch B und ol= nik

unabhéangig.

e‘e

3.6 Tests linearer Hypothesen

Ausgangspunkt ist im folgenden ein lineares Modell Y=XB+t, wobei X
eine (n,k)-Matrix ist mit rg(X)=k, B ein k-dimensionaler

Parametervektor ist und euN;(O,azI;).

Bisher haben wir uns mit dem Schitzen der unbekannten Parameter B
und o2 beschéftigt und die Verteilungen der entsprechenden
Schidtzfunktionen hergeleitet. In diesem Abschnitt wollen wir uns
Tests zuwenden.

Alle im Rahmen des Linearen Modells interessierenden Hypothesen
lassen sich als Spezialfdlle folgender allgemeiner Hypothese
auffassen, die auch als lineare Hypothese bezeichnet wird:

Eq: AB#c (3.51)

Hierbei ist A eine (r,k)-Matrix mit r<k und rg(A)=k, und c ist
ein r-dimensionaler Spaltenvektor. Jede Zeile der Matrix A
enthdlt zusammen mit der korrespondierenden Komponente des
Vektors ¢ eine lineare Nebenbedingung fiir den Parametervektor B.
Die Bedingung rg(A)=k gewdhrleistet, dap diese Nebenbedingungen

linear unabhéngig sind.

Schauen wir uns einige Beispiele an, bevor wir die Teststatistik

flir die obige Hypothese herleiten:

(1) E%:B=ﬁ° gegen EQ:B#BO.

Hierbei ist Bo ein spezieller k-dimensionaler Vektor. Es soll
also iUberpriift werden, ob der Parametervektor B einen
speziellen Wert Bo annimmt. Ein wichtiger Spezialfall ist, dap

alle Komponenten von £ gleich 0 sind.
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(2)

(3)

(4)

Die obige Hypothese ist ein Spezialfall der linearen Hypothese

(3.51) mit A=I und c=ﬁ°.

0

Hb:ﬁi=ﬁ? dgegen EQ:51¢51 fir ein i€ 0,1,2,...,p

Hier soll iiberpriift werden, ob eine Komponente Bl des
Parametervektors P einen speziellen Wert ﬁ? annimmt.

Wichtige Spezialfdlle sind, daB Bo gleich 0 ist,d.h. dap die
lineare Funktion durch den Ursprung geht, bzw. dap eines der
Bi,i=1,...,p, gleich Null ist, d.h. dap die i.te Variable
keinen Einflup auf die zu erkldrende Variable Y hat.

Auch diese Hypothese ist ein Spezialfall der linearen
Hypothese (3.51) mit A=(0,...,0,1,0,...,0), wobei die 1 an
der i+l-ten Stelle steht. (Wir beginnen mit dem Zihlen mit 0).

Der Vektor ¢ ist in diesem Fall B?.

In Kapitel 1 haben wir gesehen, daPp das Zweistichprobenproblem
unabhédngiger Stichproben ein Spezialfall des Linearen Modells
ist. Hier ist der Parametervektor B gleich B=(N1:H2)': wobei

M, der Erwartungswert der Zufallsvariablen der ersten und

u, der Erwartungswert der Zufallsvariablen der zweiten
Stichprobe ist. Uberpriift werden soll, ob die beiden
Erwartungswerte identisch sind,d.h. Hbuﬂfwz gegen H1”ﬁ¢uz'
Schreiben wir die Nullhypothese als Hb:ui-u2=0, so sehen wir,
dap wir es wieder mit einem Spezialfall der linearen Hypothese
(3.51) zu tun haben mit A=(1 -1) und c=0.

Soll {berpriift werden, ob die Erwartungswerte von drei
unabhdngigen normalverteilten Grundgesamtheiten identisch
sind, so ist der Parametervektor ﬁ=(u1:M2,H3)', und die zu
iberpriifende Nullhypothese ﬁ%:u1=uz=u3 kénnen wir auch
schreiben als E%:u1=uz und M= . Sie ist somit ein

Spezialfall der linearen Hypothese (3.51) mit

f 1 -1 o _[ o
A—( = m - ) und c—[ o ].
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Wir leiten nun die Teststatistik fiir die lineare Hypothese (3.51)
her. Dabei gehen wir folgendermafen vor:

Wir bestimmen den Schétzer 50 von B unter der durch die lineare Hy-
pothese (3.51) beschriebenen Nebenbedingung. Ist die Nullhypothese
(3.51) wahf, so sollte dieser in "der N&he" des Kleinst-Quadrate-

Schatzers B liegen. Als Kriterium fir die Ndhe wdhlen wir die qua-

drierte Lange des Differenzenvektors Y-y, wobei y die Schatzung

von y ohne die Beschrankung der Nullhypothese und ;b die Schatzung
von y unter der Nullhypothese (3.51) ist. Es wird sich herausstel-
len, dap dies gerade die Differenz der Residuenquadratsummen unter
Ho und ohne die Beschrankung der Nullhypothese ist. Diese verglei-
chen wir dann mit der Residuenquadratsumme ohne Beschriankung der
Nullhypothese.

Wir bendtigen zunachst also den Schatzer von B unter der linearen
Hypothese (3.51). Die Nebenbedingung AB=c besteht aus den r linearen

. 1 r : s i . N
Nebenbedingungen a B=c1,...,a B=cr, wobei die a ,i=1,...,r, die

Zeilen der Matrix A sind. Wir kénnen A also schreiben als

Unser Ziel ist es nun, den Kleinst—-Quadrate-Schétzer von B unter
der Nebenbedingung (3.51) zu bestimmen. Hierzu stellen wir die
Lagrangefunktion auf und nutzen die soeben gewonnene Darstellung

von A aus:
L(B,\)=(Y-XB) ' (Y-XB)+2\, (a‘p-c1)+. A2\ (a"B-c_)=
=(Y-XB) ' (Y-XB)+2\"' (Af-c)

mit x=(11,...,xr)'.
Notwendige Bedingungen fiir einen Extremwert sind, dap die partiellen

Ableitungen nach f# und A gleich 0 sind.
Mit Hilfe der Differentiationsregeln (3.7) und (3.8) erhalten wir

e

—55 L(B.\)=-2X'Y+2X "' XB+2A a0 (3.52)
—2- L(B,\)=2(aB~c) Lo (3.53)
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Wir erhalten aus (3.52) und (3.53) die Gleichungen

(x'x)§o+A'{=x'Y (3.54)
AB =c (3.55)

Aus (3.54) folgt

B,=(X'X)""X'Y- (x'x) 'an=p-(x'x)""a (3.56)
wobei B der Kleinst-Quadrate-Schatzer von B ohne die Beschrankung
der Nullhypothese (3.51) ist.

Multipliziert man (3.56) von links mit A, so ergibt sich
AB =AB-A (x'x)"'a"n (3.57)

Setzen wir nun in (3.57) die Gleichung (3.55) ein, so ergibt sich

~ -~

A(X'Xx) 'a=aB-c (3.58)

-1

Die Matrix A(X'X) 'A' ist eine regulédre (r,r)-Matrix, da A vollen

Zeilenrang besitzt.Wir kénnen also (3.58) von links mit
der Inversen von A(X'X7-1A' multiplizieren und erhalten

r=(arx'x)'a it (AB—C) (3.59)
Setzen wir (3.59) in (3.56) ein, so ergibt sich

ﬂo=ﬂ—(X'X)-1A'(A (x'x)"'a ')"(Ap—c) (3.60)
Wir bestimmen nun die Residuenquadratsumme Qb unter Hb:

R AN AR AL AL

=(v-xp+xB-x8,) ' (v-xp+xp-xB,) =

(Y—XB+X( o)) '(Y—X§+X(§-§ ))=

(cx-xB) ++(B-8,) x*) ((v-xB)+x(B-B)) =

(e'+(B-B, x*) (e+x(B-,)) =
ce'ete X(B-f ) +(F-B,) X et(B-By) X' X(B-By)=
= 'e+(B-B,) 'X'X(B-B,) (3.61)

da mit e=y-XB aufgrund von (3.13) gilt e'XYB—BO)=(ﬁ-ﬁO)'X'e=0.
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Nun ist e'e die Residuenquadratsumme ohne die Beschrénkung der
Nullhypothese (3.51). Wir schreiben Qe=e’e. Also gilt

0,-0,=(B~B,) X' X(B-B_) (3.62)
Bevor wir in (3.62) 50 einsetzen, interpretieren wir noch (3.62).
Sei ;=X§ und ;b=X§O, dann gilt

(y-¥,) ' (7=T,)=(XB-XB,) " (XB-XB)=(X(B~B_)) " (X(B-F) )=

=(B-p,) 'X'X(B-B,)=0 0,

Qo—gg ist also die quadrierte Linge des Differenzenvektors aus dem
Schitzer von Y unter Hb und dem Schéatzer von Y ohne die
Beschréankung von Hb. Die folgende G{thiﬁhveranschaulicht den
Zusammenhang geometrisch. Je ndher y an Y, ist, um so mehr

sprechen die Daten fiir Hb.

Y

—\30

<>
o
0
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Wir setzen nun in (3.62) BO aus (3.60) ein.

0,70, =(B-B,) 'X'X(B-B )=

((x'x)"A'(A(x'X)"A ')'1(115- )] 'X'X[(X'X)_lA'(A(X'X)-iA ')“(Aﬁ—c )

=(A§—c) '(A (x'x)"'a")"a (X'X)-1X'X(X'X)_1A'(A (x'x)"'a ')"(Aﬁ-c) -

.)-
=(A§—c) '(A (x'x)"'a ) “lax'x)la (A (x'x)"'a ) - (Aﬁ—c) =
:)-

=(A§-c) '(A (x'x)" 'a")? At;—c) (3.63)

9,-0

Der folgende Satz gibt die Verteilung von ze unter Hb:AB=c an.

(o)

[Satz 3.23]

Im linearen Modell Y=XB+c mit ¢ N;(O,ozlﬁ) gilt unter Hb:Aﬁ=c

0,72,  (#6-c) (acx'w'a)) " (a5 o) W (r) (3.64)

2 2
g g

Beweis

Fir f=(X'X)"'X'v gilt B Nk(B,oz (x'x)").

A ist eine (r,k)-Matrix mit rg(a)=r.

Also ist aufgrund von Satz 3.6 Aé r-dimensional normalverteilt mit
E(AB)=AE(8)=AB und Cov(AB)=ACov(B)A '=s%A(Xx'X) 'a".

Es gilt also Af N_(ap.0%a(x'x)""a ).

Unter Hb gilt Af=c.

Also gilt aufgrund von Satz 3.17:

A rv)=1a Y1 ap_
(Aﬁ—c) 'o“z(A (x'x)"'a ')—1(}1{;— )- (AB c) (A dad :) A) (AB c) X% (r)

o
|
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Der folgende Satz zeigt, daB QD—Qe und Qe unabhingig sind.

| Satz 3.24]

Im linearen Modell Y=XB+ec mit ¢ N;(O,OZI;) sind
2 -Qe=(A§—c) ' (A (x'x) 'a ') . (Aé—c) und Q_=e'e unabhéngig.

Beweis

Siehe Searle(1971),s.111 | |

Unter Hb:AB=c gilt somit folgendes:

o -0 (Aﬁ-c) '(A (x'x)"'a ')-1(A§-c) ,
= X

0 e
(r)
o 0l
Q p1a2
: _ _(n kéa xz(n-k)
o o
Qo_QL und Q; sind unabhéngig.
Somit ist unter Hb:Aﬁ=c die Statistik
-~ [ i -1 . -1 A_
0,-2, (a8-c) "(acx'x)"'a ) (28 )
F = 5 = 3
e OAZ
n-k

als Quotient von zwei unabhingigen jeweils durch ihre Freiheitsgrade
dividierten chiquadratverteilten Zufallsvariablen F-verteilt mit r
und n-k Freiheitsgraden.

Die Hypothese Hb:Aﬂ=c wird zum Niveau o abgelehnt, wenn gilt

EZFr”Pk;bu, wobeil F}ﬂhk;bu das l-o-Quantil einer F-Verteilung

mit r und n-k Freiheitsgraden ist.
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Wir betrachten nun noch einmal die 4 Spezialfédlle:

(1)

(2)

H :B=p° gegen H, :pzp°
Hier ist A=1k und c=ﬁ0. Wir erhalten
0,0,~(45-0) (ax07'0) " (45-)=(56°) (cxv0) " (5-4°) -
(5#) xxli).
(p-#") ‘xx(s-6°)
Die Teststatistik F= E ist unter H,

a
(o]

FP-verteilt mit k und n-k Freiheitsgraden.

Hb:ﬁi=ﬁ? gegen H&:ﬂi¢ﬁ? fir ein i€ 0,1,2,...,p
Hier ist A=(0,...,0,1,0,...,0), wobei die 1 an der i+lI-ten
Stelle steht, und c¢ ist B?. Wir erhalten

0,0,=(46-¢) "(axx7"a7) " (a8-c) =(5,8]) (m, )" (5, 57) -
(éi_ﬁ?)z

R . wobei m das i+l1-te Element auf der
it

Hauptdiagonalen von (X'X)" ! ist.

(5,-8})°
Unter Hb ist die Teststatistik Fﬁh—————z—— F-verteilt mit 1

g
mii

und n-k Freiheitsgraden.
Wir konnen in diesem Fall auch einen t-Test durchfiihren,
- 0
(Bi-ﬁi)
indem wir zur Teststatistik t=/?=-—6—g—r— ,

m =0
ii

die unter Hb mit

n-k Freiheitsgraden t-verteilt ist.
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(3)

Schauen wir uns das Zweistichprobenproblem als Spezialfall
Linearen Modells nun etwas genauer an.
Wir nehmen an, dap die Zufallsvariablen

Y11""'Y1n1’Y21""Y2n2 unabhangig sind und Y“,...,Ylni

identisch mit Parametern “1’i=1’2' und o° normalverteilt
sind. In Kapitel 1 haben wir das zugehérige Lineare Modell
bereits formuliert. Es lautet:

Yij="1+eij i=1,2

- 2
s“,....,Ean i.i.d. N(0,07)

Getestet werden soll Hb:u;#% gegen Hiuﬁ#uz.

In Matrixschreibweise lautet das Modell Y=XB+¢ mit

r1 0 3 g v A ( B )
11 11
o .
x={ 10 B= H - Y12 = 12
01 ! U ! . ! i
2
0 1 Yén €2n
\ J \ 2 J \ 2 J

Nun erhalten wir

n, © » -1 0 Z Y
x'x=| . (X'X) =] ™ ] und X'Y=
"2 o — Z Y,
n2 j
Somit gilt
- -1 32
B=(X'X) X'Y= 3 |-
2
r — )
¥, - Y,
. - in_ 73
AuBerdem gilt e=y-y=y-XB= 1
Yoo - Y
-y
| “an, zJ
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Somit folgt

2 "
e'e=z Z(Yij- T’l)z und

=1 j:

2
-2
g =
n, +n -2 }:

=1

[\,1~=

- ?l) ) (3.65)

[ %

Die Hypothese Hb”ﬁ=“z ist ein Spezialfall der Linearen
Hypothese Hb:AB=c mit A=(1 -1) und c=0.
Somit gilt Q -0 (Aﬁ—c) (A(X'X)"A ')-1(AB—c)=

=(7,-%,) (2 -0) —'1‘: (: [ 1\)"(?1-?2)=

_1J

Wir erhalten somit als Teststatistik

(%,7)°

F = 1 2
n1+ n2 ~p
—_—g
"y "2

Da gilt rg(A)=1, ist diese unter £%:u1=u2 F-verteilt mit 1
und n1+n2-2 Freiheitsgraden.

t=F"'" ist die bekannte t-Statistik fiir das
Zweistichprobenproblem.

Mit dem Beispiel (4) werden wir uns detailliert in Kapitel 5
beschaftigen.
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