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1 Was sind Quantile und wozu benoétigt man
sie?

Wir betrachten im Folgenden eine stetige Zufallsvariable X mit Verteilungs-
funktion Fx(z). Es gilt
Fx(z)=P(X <x)

Mit der Verteilungsfunktion kann man also Wahrscheinlichkeiten bestimmen.
Oft ist man aber nicht an Wahrscheinlichkeiten interessiert, sondern man
gibt eine Wahrscheinlichkeit p vor und sucht den Wert von X, der mit Wahr-
scheinlichkeit p nicht iiberschritten wird. Man spricht vom Quantil z,. Fiir
x, gilt:

FX(‘/L‘p) =p (1)

Man bestimmt Quantile also {iber die Verteilungsfunktion. Hierbei muss man
bei einer stetigen Zufallsvariablen X zwei Félle unterscheiden.

Ist die Verteilungsfunktion Fy(x) streng monoton wachsend, so sind alle
Quantile eindeutig definiert. Es gilt

z, = Fx'(p) (2)

In Abbildung 1 wird gezeigt, wie man das 0.8413-Quantil der Standardnor-
malverteilung bestimmen kann.

Abbildung 1: Bestimmung des 0.8413-Quantils der Standardnormalverteilung

Bei der Normalverteilung kann man die inverse Verteilungsfunktion nicht
in expliziter Form angeben. Man muss aber nur die Quantile z, der Stan-
dardnormalverteilung tabellieren. Fiir eine mit den Parametern p und o?
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normalverteilte Zufallsvariable gilt
Tp =K+ 20
Bei der Exponentialverteilung mit Verteilungsfunktion

1—e™ firx>0
Fx(l‘) =
0 sonst

kann man die Quantile in Abhéngigkeit von p explizit angeben:

1
Tp =y In(1-0p)
Dies sieht man folgendermaflen:
l—e?=p = e M =1—p

< -z, =In(l—p)

1
= Tp=—v In(1—p)

Ist die Verteilungsfunktion Fx(z) einer stetigen Zufallsvariablen X nicht
streng monoton wachsend, so ist z, fiir einen oder mehrere Werte von p
nicht eindeutig definiert, da fiir alle Punkte aus einem Intervall die Vertei-
lungsfunktion den Wert p annimmt. In diesem Fall wihlt man den kleinsten

Wert von X, fiir den die Verteilungsfunktion gleich p ist.
Abbildung 2 zeigt dies.

A

Abbildung 2: Bestimmung eines Quantils, falls die Verteilungsfunktion nicht

streng monoton wachsend ist



Die folgende Definition umfasst beide Fille
2y = F7(p) = nf{e| (@) 2 p} (5)
Schauen wir uns einige Beispiele an, bei denen nach Quantilen gefragt wird.

Beispiel 1

40 Prozent der Fliche Hollands liegt unter dem Meeresspiegel. Um sich ge-
gen Uberschwemmungen zu schiitzen, werden Deiche gebaut. Diese sollten
natiirlich hoch genug sein, um jeder Sturmflut zu trotzen. Es wird gefordert,
dass die Deiche so hoch sind, dass die Wahrscheinlichkeit einer Uberschwem-
mung 0.0001 betrégt. Ist X die Hohe des Wasserspiegels, so wird xg.9999 ge-
sucht. Der Artikel von de Haan (siehe dazu (4)) beschéftigt sich mit diesem
Problem.

Beispiel 2

Bei Finanzwerten ist der maximale Verlust von Interesse. Der Value at risk
(Var) ist derjenige Verlust aus dem Halten eines Finanzwertes, der mit einer
hohen Wahrscheinlichkeit nicht iiberschritten wird. Ist X also der Verlust,
und p die Wahrscheinlichkeit, so ist z, gesucht.

Beispiel 3

Meister (14) beschéftigt sich in seiner Arbeit mit unterschiedlichen Aspekten
der Quantilschiatzung. Als ein Beispiel wahlt er die Bestimmung der Ober-
grenze fiir den Anteil an Bindegewebe in Wurst. Gesucht ist der Anteil an
Bindegewebe, der mit Wahrscheinlichkeit p nicht {iberschritten wird.

Quantile werden auch benutzt, um Charakteristika von Verteilungen zu
beschreiben.

Die Lage wird durch den Median x5 und die Variabilitdt durch den
Quartilsabstand

IQR = 2075 — Zo.25 (6)

beschrieben. Eine Mafizahl fiir die Schiefe ist der Koeffizient von Bowley
(siehe dazu (2)):

Qg = (%.75 - %.5) - ($0.5 - 5150.25) (7)
To.75 — L0.25

und eine Maflzahl fiir das Verhalten der Verteilung im Zentrum und an den
Réndern ist das Kurtosis-Mafl von Moors (siche dazu (16)):

KM — (900.875 - 1‘0.625) - (%.375 - 1‘0.125) (8)
To.75 — L0.25
Mit der Mafizahl fiir die Schiefe werden wir uns im Kapitel iiber Symmetrie
beschéaftigen.



2 Schiatzung von Quantilen

Da die Verteilung der Grundgesamtheit in der Regel nicht bekannt ist, muss

man Quantile schéitzen. Wir ziehen eine Zufallsstichprobe x4, ..., z, aus der
Grundgesamtheit. Die Beobachtungen x4, ..., z, sind also Realisationen der
unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen X,...,X,,.

Bei der Schiatzung der Quantile geht man in Abhéngigkeit von den Annah-
men, die man iiber die Grundgesamtheit machen kann, unterschiedlich vor.
Wir gehen zunéchst davon aus, dass die Verteilungsklasse der Grundgesamt-
heit bekannt ist.

2.1 Schitzung von Quantilen bei bekannter Verteilungs-
klasse

Ist das parametrische Modell bis auf die Werte der Parameter bekannt, so ist
die Quantilschiatzung besonders einfach, wenn es sich um eine Lage-Skalen-
Familie von Verteilungen handelt.

Definition 2.1

Die Verteilung einer Zufallsvariablen X gehort zu einer Lage-Skalen-Familie
von Verteilungen, wenn eine Verteilungsfunktion F'(z) und Parameter § und
A existieren, sodass fiir die Verteilungsfunktion von X gilt

Fy(z)=F (”3;9) (9)

Dabei ist 6 ein Lage- und A ein Skalenparameter.

Beispiel 4
Die Verteilungsfunktion Fx(z) einer mit den Parametern p und ¢ normal-
verteilten Zufallsvariablen gehort zu einer Lage-Skalen-Familie von Vertei-

lungen, da gilt
Fy(z)=® (x — “)

g

Dabei ist ®(z) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung, bei der
i gleich 0 und o gleich 1 ist.

Ist 2, das p-Quantil von F(2), so ist bei einer Lage-Skalen-Familie von Ver-
teilungen das p-Quantil von X gleich

Ty =10+ 2, A (10)



Dies sieht man folgendermaflen:

z&@@:F(%;9)<=>p:F(%;e)

x, — 0
A

= x,=0+2,A

= oz, =

Beispiel 4 (fortgesetzt)
Fiir eine mit den Parametern p und o2 normalverteilte Zufallsvariable gilt:

Tp =+ 2,0 (11)
Dabei ist z, das p-Quantil der Standardnormalverteilung.

In einer Lage-Skalen-Familie von Verteilungen erhélt man einen Schétzer ),
von z,, indem man die Parameter § und A schétzt und in Gleichung (10)
einsetzt:

Tp =0+ 2, A (12)
Beispiel 4 (fortgesetzt)
Die Maximum-Likelihood-Schétzer von p und ¢ bei Normalverteilung sind

1
=T =— ; 13
p=T=-) @ (13)

und

Der Schétzer ¢ ist nicht erwartungstreu. Dividiert man & durch
[0.5(n — 1)]
ap, = —F———
\/2/n T'[0.5n]

so erhilt man eine erwartungstreue Schéitzfunktion von o (siehe dazu (15)).
Dabei ist

I'(n) = 7056"1 e “dx (15)
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die Gammafunktion.
Fiir n > 10 kann man a,, approximieren durch

3

p= 14—
G = T T

siehe dazu Johnson und Kotz (15).
Tabelle 1 zeigt die Werte von a,, fir n =6,...,12.

Tabelle 1: exakte und approximative Werte von a,,

n |6 7 8 9 10 11 12

a, exakt | 1.1512 1.1259 1.1078 1.0942 1.0837 1.0753 1.0684
an app. | 1.1500 1.1250 1.1071 1.0938 1.0833 1.0750 1.0682

Beispiel 4 (fortgesetzt)

In einer Vorlesung wurde unter anderem nach der Korpergrofle der méannli-
chen Studierenden gefragt. Die Daten von 179 Personen sind im Anhang auf
Seite 28 zu finden.

Wir wollen x99 schidtzen und unterstellen Normalverteilung. Es gilt * =
182.2 und 62 = 42.58. Mit zp.g9 = 2.3263 gilt

Z, = 182.2 4+ 2.3263 - 6.53 = 197.39

Fiir den erwartungstreuen Schétzer benotigen wir ai79. Es gilt

3
=14 = 1.0042
G = T — )

Somit erhalten wir den erwartungstreuen Schétzer

Z, = 182.2 + 2.3263 - 6.53/1.0042 = 197.33

Meister (14) schldgt in seiner Arbeit noch andere Schitzer von p und o bei
Normalverteilung vor, setzt sie in Gleichung 11 auf Seite 6 ein und vergleicht
die resultierenden Quantilschétzer in einer Simulationsstudie.



2.2 Schitzung von Quantilen bei klassierten Daten
Oft liegen die Daten in Form von Klassen vor.

Beispiel 4 (fortgesetzt)

Wir betrachten wieder die Korpergrofle der 179 Studierenden und bilden 8
dquidistante Klassen der Breite 5. Die Untergrenze der ersten Klasse ist 160.
Die Héaufigkeitsverteilung ist in Tabelle 2 zu finden.

Tabelle 2: Die Haufigkeitstabelle des Merkmals Korpergrofie

A A

koxpy xp o he Flxp,) F(x})
1 160 165 1 0.0056 0.0000  0.0056
2 165 170 3 0.0168 0.0056  0.0224
3 170 175 17 0.0950 0.0224 0.1174
4 175 180 31 0.1732  0.1174  0.2906
5 180 185 68 0.3799 0.2906  0.6705
6 18 190 34 0.1899 0.6705 0.8604
7 190 195 19 0.1061 0.8604  0.9665
8§ 195 200 6 0.0335 0.9665  1.0000

Die Werte der empirischen Verteilungsfunktion ist nur an den Klassengrenzen
bekannt. Man unterstellt, dass die Werte innerhalb der Klassen gleichverteilt
sind, sodass die empirische Verteilungsfunktion innerhalb der Klassen linear
ist.

Beispiel 4 (fortgesetzt)
Abbildung 3 zeigt die empirische Verteilungsfunktion.

...........

Abbildung 3: Empirische Verteilungsfunktion bei klassierten Daten



Um Quantile zu bestimmen, gehen wir wie bei einer theoretischen Verteilung
vor. Sind z}_, und z die Grenzen der i-ten Klasse und F (z;_;) und F(x3)
der Wert der empirischen Verteilungsfunktion an diesen Klassengrenzen, so
bestimmt man zunéchst die Klasse k, fiir die gilt

F(zp_,) <p<F(a})

Der Schétzer von z,, ist

— F(x3
i“p _ xz—1 I p ( k—l)
D,

- A (16)
Dabei ist hy die relative Haufigkeit der k-ten Klasse und Ay die Breite der
k-ten Klasse.

Beispiel 4 (fortgesetzt)
Wir bestimmen den Median x( 5. Dieser liegt in der fiinften Klasse. Es gilt

0.5 — 0.2906
bos = 180 + —0— 270 5 189 76
105 03799

Wir bestimmen auch noch zgg9. Es liegt in der achten Klasse. Es gilt

0.99 — 0.9665
b0 00 = 105 4+ —o0 — 9009 s 19851
10.99 00335

2.3 Schitzung der Quantile aus der Urliste

Wir wollen nun Quantile aus Daten schiitzen, bei denen keine Klassen gebil-
det wurden. Ausgangspunkt der Quantilschidtzung ist die empirische Ver-
teilungsfunktion F), (z). Die empirische Verteilungsfunktion an der Stelle =
ist also gleich der Anzahl der Beobachtungen, die x nicht {ibertreffen. Sie ist
eine Treppenfunktion.

Beispiel 5
Betrachten wir hierzu folgenden Datensatz vom Umfang n = 10:

47 48 49 51 52 53 54 57 65 70

Abbildung 4 zeigt die empirische Verteilungsfunktion.



Abbildung 4: empirische Verteilungsfunktion

Die empirische Verteilungsfunktion ist eine Treppenfunktion, sodass ihre In-
verse nicht eindeutig definiert ist. Es ist naheliegend, Quantile dadurch zu
schétzen, dass man in Gleichung 5 auf Seite 4 Fx(z) durch F),(z) ersetzt:

i, = inf{a|Fy («) > p} (17)

Da die empirische Verteilungsfunktion stiickweise konstant ist, erhalten wir
folgendes Ergebnis

1 .
T, =z fir ! <p< % (18)
mit 2 =1,...,n. Dabei sind x(y), ...,z die geordneten Beobachtungen.

Beispiel 5 (fortgesetzt)

Es gilt

47 fir0<p<0.1
48 fir 0.1 < p <0.2
49 fiir 0.2 < p < 0.3
51 fiir 0.3 < p < 0.4
52 fiir 0.4 < p < 0.5
53 fir0.5<p<0.6
54 fiir 0.6 < p <0.7
57 fiir 0.7 < p < 0.8
65 fir 0.8 <p<0.9
70 fir09<p<l1
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Durch ein z(; werden also unendlich viele Quantile geschitzt. Um zu eindeu-
tigen Quantilschitzern zu gelangen, wird die empirische Verteilungsfunktion
gegliittet, indem man sie durch eine stetige stiickweise lineare Funktion F(z)
ersetzt. Hierbei muss man festlegen, welchen Wert die Funktion F(z) an den
geordneten Beobachtungen x(yy,. .., z(,) annimmt.

Es ist naheliegend, den Wert der empirischen Verteilungsfunktion in z; zu
wéhlen: .

F(I(i)) = Fn(l’(i)) = %

fiir i = 1,...,n zu wahlen und linear zu interpolieren.
Wie kénnen wir 2, in Abhéngigkeit von p ausdriicken? Fiir p < 1/n gilt

Ty = ()
Nun gelte
1 v+ 1
—<p<
n n
fire=1,...,n— 1.
Gilt .
i
p=-
n
so 1st
Tp = T(5) = T(np)
Gilt . :
l t+1
—<p<
n
so miissen wir zwischen z(; und (1) mit ¢« = |np] linear interpolieren.

Dabei ist |a| die grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich a ist. Es gilt

A

Tp— @) p—i/n
Ty — 2@ ((+1)/n—i/n

Hieraus folgt
Tp = (1 — (np —4))ze) + (np — 1) @t1) (19)
Mit g = np — i erhalten wir also
T(1) fir p< %
T, = (20)
(1 — g) JI(Z) + gI(i_H) fir % S P S 1
Die Grafik links oben in Abbildung 5 zeigt die Approximation.
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1.0 — 1.0 —
0.8 — 0.8 —
0.6 0.6
= =
= =
T T
0.4 —H 0.4 —H
0.2 0.2
0.0 —— 0.0 ——
a5 50 55 60 65 70 a5 50 55 60 65 70
x x
1.0 - o 1.0
0.8 0.8
0.6 — 0.6 —
= =
= =
T T
0.4 - 0.4 —
0.2 —H 0.2 —H
0.0 —— 0.0 ——
T T T T T
45 50 55 60 65 70 45 50 55 60 65 70

Abbildung 5: Vier Moglichkeiten, die empirische Verteilungsfunktion zu ap-
proximieren

Beispiel 5 (fortgesetzt)
Sei p = 0.25. Somit ist i = [10-0.25] = [2.5] =2 und g = 10-0.25—2 = 0.5.
Somit gilt

Sei p = 0.5. Somit ist ¢ = [10-0.5] = |5] =2 und g = 10-0.5 — 5 = 0. Somit
gilt

3?0,5 = .27(5) =52
Sei p = 0.99. Somit ist i = [10-0.99] = [9.9] = 9 und g = 10-0.99 — 9 = 0.9.

Somit gilt
Fo99 = (1 —0.9) z9) + 0.9 2(109) = 69.5
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Der Schétzer besitzt mindestens zwei Méangel.
Als Schétzer fiir den Median erhalten wir

o T(n/2) falls n gerade ist
P05 = 2(n1y2) +2$<1+(n71>/2>

falls n ungerade ist
Der Median wird aber immer folgendermaflen geschétzt:

T((n+1)/2) falls n ungerade ist

‘%0.5 = (21)

L(n/2) +2:1: A+n/2) - falls n gerade ist

Zweitens wird eine Vielzahl von Quantilen durch das Minimum geschétzt.
Fir 0 < p < % wird x, durch das Minimum des Datensatzes geschitzt.
Fir p > "T_l wird hingegen jedem p ein anderes x,, zugeordnet. Die beiden
Rénder der Verteilung werden also unterschiedlich behandelt. Dieser Nachteil
kann dadurch behoben werden, dass die relative Héufigkeit i/n der i-ten
Orderstatistik z(;) zu gleichen Teilen auf die Bereiche unterhalb und oberhalb
von x(;) aufgeteilt wird.

Somit gilt

_ i—0.5
Flze) =

n
Die Grafik rechts oben in Abbildung 5 zeigt die Approximation.

Als Quantilschatzer ergibt sich in diesem Fall:

Z(1) fir p< 0?5
Z(n) fir p> _”—7?-5

mit ¢ = [np + 0.5] und g = np + 0.5 — i. Dieser Schétzer wurde von Hazen
(9) vorgeschlagen.

Beispiel 5 (fortgesetzt)
Sei p = 0.25.
Somit ist i = [10-0.25 +0.5] = [3] = 3 und g = 10-0.25 + 0.5 — 3 = 0.
Somit gilt
Zoos = (1—0) - r3) +0- 24 =49

Sei p = 0.5.
Somit ist ¢ = [10-0.54+0.5] = [5.5] =5 und g =10-0.5+ 0.5 -5 = 0.5.
Somit gilt

Zos = (1—0.5) - x5 + 0.5 - 26 = 52.5
Sei p = 0.99. Da 0.99 grofer als (10 — 0.5)/10 = 0.95 ist, gilt Zg.99 = 70.
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Die beiden bisher betrachteten Schétzer wurden heuristisch entwickelt. Sy-
stematische Zugénge nehmen die Gleichung

Fx(za)) = pi

als Ausgangspunkt. Wiirden wir Fx(z) kennen, konnten wir sofort p; ange-
ben. Da Fx(x) aber unbekannt ist, beriicksichtigen wir, dass x(; die Reali-
sation der Zufallsvariablen X ;) ist. Wir betrachten also die Zufallsvariable
Fx(X(;)) und wéhlen p; als Charakteristikum der Verteilung von Fx (X))
Sinnvolle Charakteristika sind der Erwartungswert, der Modus und der Me-
dian. Die Zufallsvariable Fx(X(;)) besitzt eine Beta-verteilung mit den Pa-
rametern a = ¢ und b = n — i + 1, siehe dazu Randles und Wolfe (17), S. 7.
Es gilt also

! L1 -t fir0<t<1
: : - ur
fx(i)(t) _ ) B(i,n—i+1) (23)

0 sonst
mit
1
B(a,b) = / w* (1 —w)" ' dw
0

Somit gilt
i
T n+1

E(X() (24)

Der Modus ist der Wert, bei dem die Dichtefunktion ihr Maximum annimmt.

Da m eine multiplikative Konstante ist, miissen wir das Maximum der

Funktion ' ‘
glt) =t (1 —t)""

bestimmen. Wir bestimmen das Maximum von
Ing(t) =(i—1)In(t) + (n —4) In(1 — ¢)

Es gilt

d i—1 m—i
L nglt) = _
g =—— -7

Notwendige Bedingung fiir einen Extremwert in ¢ ist also

1—1 n—1

t 1—-1
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Losen wir diese Gleichung nach ¢ auf, so erhalten wir

1—1
n—1

t =

Gleichung 24 auf Seite 14 legt folgende Approximation nahe:

N ;
F(zg) = ]

Die Grafik links unten in Abbildung 5 zeigt die Approximation.
Als Quantilschatzer ergibt sich in diesem Fall:

Z(1) fir p< HLH
Ty, =4 (1—=g)xe +goege fir RLH <p<
Z(n) fir p> -5

miti=|(n+1)p/und g=(n+1)p —i.

Beispiel 5 (fortgesetzt)
Sei p = 0.25.

(26)

Somit ist 4 = [11-0.25] = [2.75] =2 und g = 11-0.25 —2 = 0.75. Somit gilt

Sei p = 0.5.

Somit ist ¢ = [11-0.5] = [5.5] =5 und g = 11-0.5 — 5 = 0.5. Somit gilt

Zo5 = (1—0.5) @ + 0.5 26 =525
Sei p = 0.99. Da 0.99 grofer als 10/11 = 0.91 ist, gilt Zg.99 = 70.

Gleichung 25 auf Seite 15 legt folgende Approximation nahe:
~ 1—1

Hier wird jedem p ein anderer Wert von x, zugeordnet.

Die Grafik rechts unten in Abbildung 5 zeigt die Approximation.

Als Quantilschétzer ergibt sich in diesem Fall:
Tp = (1= 9) @) + 926t
miti=|(n—1)p+1jundg=(n—-1)p+1—1.

15
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Beispiel 5 (fortgesetzt)
Sei p = 0.25.
Somit ist i = [9-0.25 + 1] = [3.25] =3 und g = 9-0.25 + 1 — 3 = 0.25.
Somit gilt

To.25 = (1 - 0.25) " Z(3) + 0.25 - T(g) = 49.5
Sei p = 0.5.
Somit ist i = |9-0.5+ 1] = |55/ =5und ¢ =9-0.5+1—5 = 0.5. Somit
gilt

Tos = (1 - 0.5) " T(5) + 0.5 - Z(6) = 52.5

Sei p = 0.99.
Somit ist ¢ = [9-0.99+ 1] = (991 =9 und ¢ =9-0.99+1—-9 = 091
Somit gilt

Dieser Schétzer hat den Vorteil, dass man Quantile, die zu kleinem oder
groflem p gehoren, nicht ausschliefSlich durch das Minimum oder das Maxi-
mum schétzt.

Alle diese Schétzer sind Spezialfélle von:

Fwa) = H%Vv—é (28)
Die zugehorige Klasse von Quantilschétzern ist:
(1) fir p< n+11;—1—5
Bp=q (L=g)ze +gren) fir 57 < it (29)
() fir p> n+711:3—6

mit i = [(n+1-y—-6)p+y]Jundg=(n+1-7-0)p+7y—u
Die bisher betrachteten Schétzer sind Spezialfille mit:

e Quantilschétzer in Gleichung (20) auf Seite 11: v =0, =1

e Quantilschétzer in Gleichung (26

(20)

e Quantilschitzer in Gleichung (22) auf Seite 13: v = 0.5, 0 = 0.5
(26) auf Seite 15: v =0, =0
(27)

e Quantilschétzer in Gleichung (27) auf Seite 15: v =1, =1
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Hyndman und Fan (13) betrachten noch zwei weitere Spezialfélle. Wahlt man
v = = 1/3, erhélt man eine Approximation des Medians der Verteilung von
Fx(X(). Von Blom (1) wurde v = = 3/8.

Gilt v = 9, so wird der Median nach der Formel in Gleichung 21 auf Seite 13
geschitzt. Dies zeigen Hyndman und Fan (13).

Welchen dieser Schétzer sollte man verwenden? Hyndman und Fan (13) geben
6 Kriterien an, die Quantilschétzer erfiillen sollten. Nur der Quantilschétzer
mit v = d = 0.5 erfiillt alle 6 Kriterien. Man kann die Schétzer aber auch hin-
sichtlich ihrer Effizienz mit einer Simulationsstudie vergleichen. Diese wurde
von Dielman, Lowry und Pfaffenberger (5) und Handl (8) durchgefiihrt. Be-
vor wir auf das Ergebnis dieser Studie eingehen, schauen wir uns noch einen
weiteren Quantilschéitzer an.

Alle bisher betrachteten Quantilschétzer verwenden bei der Schatzung eines
Quantils hochstens zwei Beobachtungen. Harrell und Davis (siehe (10)) schla-
gen einen Quantilschétzer vor, der auf allen Beobachtungen beruht. Sie gehen

aus von der geordneten Stichprobe (), ..., z,). Die zu diesen Beobachtun-
gen gehorenden Zufallsvariablen heiflen Orderstatistiken X;), ¢ = 1,...,n.
Die Orderstatistiken sind im Gegensatz zu den Zufallsvariablen Xi,..., X,

nicht unabhéngig und auch nicht identisch verteilt. Fiir die Dichtefunktion
g;(z) von X(; gilt

() = Gy P (0= Fa) (30)

mit
1

B(a,b) = / w1 —w)" ' dw

(siehe dazu (17)). Somit ist der Erwartungswert von X(;) gleich

E(X0) = 55— | o F@ (= F@)™ fa)do

Wir substituieren y = F(z) mit z = F~!(y) und L F(z) = f(z). Es gilt

E(Xy) = @(j’ni ! —j)/o Fly)y " (1—y)" dy (31)

Blom (1) zeigt
lim E (X(ni1)p) = T

n—oo
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Harrell und Davis schétzen z,, indem sie I (X((n+1)p)) schitzen Hierzu er-
setzen sie F~!(y) durch F;*(y) mit

E N p) = 2

fir (i —1)/n < p < i/n. Wir erhalten

1
JE N )yt (1 — ) gy
0

E (X =
(Kirenm) 3(n+ Dp. (a5 (1 1)
= Z Wn,i T(5)
i=1
mit
M ablpet (n+1)(1—p)—1
[yt (1 —y) dy
R Vi
"” B((n+1)p, (n+1)(1 —p))

Beispiel 5 (fortgesetzt)

Wir erhalten Zg.5 = 49.31768, g5 = 52.69547 und 299 = 69.85095. Wir
sehen, dass der Schétzwert des Medians nicht mit dem aus Gleichung 21 auf
Seite 13 berechneten Wert identisch ist.

Welchen der Quantilschétzer soll man anwenden? Von Dielman, Lowry und
Pfaffenberger (5) und Handl (8) wurden Simulationsstudien durchgefiihrt, in
denen die Effizienz der Quantilschétzer hinsichtlich des mittleren quadrati-
schen Fehlers fiir eine Vielzahl von Verteilungen verglichen wurden. Dabei
schnitt der Harrell-Davis-Schéitzer hervorragend ab, wenn nicht zu extreme
Quantile geschétzt wurden. In diesem Fall sollte man aber die Verfahren des
néichsten Kapitels anwenden.

Schauen wir uns noch die beiden Quartile x5 und xg75 an. Tukey hat vor-
geschlagen, das untere Quartil zg 95 durch den Median der unteren Hélfte des
geordneten Datensatzes zu schétzen. Dabei gehort der Median des Datensat-
zes zur unteren Hélfte des geordneten Datensatzes, wenn der Stichproben-
umfang ungerade ist. Entsprechend wird das obere Quartil xg 75 durch den
Median der oberen Hélfte des geordneten Datensatzes geschétzt.
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Beispiel 5 (fortgesetzt)
Der geordnete Datensatz ist

47 48 49 51 52 53 54 57 65 70
Die untere Hélfte des geordneten Datensatzes ist
47 48 49 51 52

Also gllt 22‘0_25 = 49.
Die obere Hilfte des geordneten Datensatzes ist

53 54 57 65 70

Also gllt @0_75 = 57.

Der Schétzer von Tukey ist nicht unter den bisher betrachteten speziel-
len Quantilschétzern. Er gehort aber approximativ zur Klasse von Quan-
tilschétzern in Gleichung (29) auf Seite 16 mit v = 1/3 und § = 1/3. Der
Beweis ist bei Hoaglin et al (11) zu finden.
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3 Schitzung extremer Quantile

Wie die Simulationsstudie von Dielman (5) zeigt, schneiden die Quantilschét-
zer, die wir im letzten Abschnitt betrachtet haben, bei der Schéitzung extre-
mer Quantile schlecht ab. Dies ist gerade fiir Werte von p mit p > 1—1/n oder
p < 1/n der Fall. Es ist also nicht sinnvoll, einen nichtparametrischen Ansatz
zu verwenden. Da in der Regel aber die Verteilungsklasse nicht bekannt ist,
zu der die Verteilungsfunktion Fy(x) gehort, muss man approximieren. Da
extreme Quantile geschitzt werden sollen, sollte man extreme Beobachtun-
gen benutzen. Hierbei kann man entweder die Anzahl £ der Beobachtungen
oder einen Schwellenwert u vorgeben und alle Beobachtungen verwenden,
die groler als dieser Schwellenwert sind. An diese Beobachtungen passt man
dann eine geeignete Verteilung an.

Die zugrundeliegende Theorie ist ausfiihrlich bei Embrechts, Kliippelberg und
Mikosch (6) und Coles (3) beschrieben. Ich werde hier im Folgenden einen
Uberblick geben.

Man geht von einem Schwellenwert u aus und betrachtet die bedingte Ver-
teilung von X — u unter der Bedingung, dass X grofler als u ist:

Fy(x) = P(X —u <z|X > u) (32)

Es gilt
Fx(x 4+ u) — Fx(u)

F, = 33

Dies sieht man folgendermafien
Plu<X <z+u)
F = PX—-u<zlX = —
v(x) ( u < z|X > u) = PX <)

1-F X (U)
Schauen wir uns ein Beispiel an.
Beispiel 6

X sei exponentialverteilt mit Parameter \. Es gilt also

1—e?? fiirx>0

Fx(z) = { (35)

0 sonst
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Dann gilt

Fx(z+u)— Fy(u) 1—e 2@t (1 ¢Au)
1 — Fx(u) B 1—(1—e?w

FU(,I’) =

_e—)\afe—/\u + e—)\u e—)\u (_e—)\az + 1) -
= N = by = 1 — €
e e Y

Ax

Wir sehen, dass die bedingte Verteilung eine Exponentialverteilung mit dem
Parameter A ist. Aus diesem Grund nennt man die Exponentialverteilung
auch Verteilung ohne Gedéchtnis.

Auf Grund des folgendes Satzes ist es moglich extreme Quantile zu schéatzen.

Satz 3.1

Liegt die Verteilungsfunktion Fx(x) der Zufallsvariablen X im Maximum-
Anziehungsbereich einer Extremwertverteilung, so ist fiir grofle Werte von u
die bedingte Verteilung von X —wu unter der Bedingung X > u approximativ
gleich

~1/¢
1—(1+ & fiir 0
Hz) = ( + 6) iir § # (36)

1—e /B fir £ =0

Eine Beweisskizze ist bei Coles (3), S.76-77 zu finden.

Was bedeutet der im Satz verwendete Begriftf Anziehungsbereich einer Fa-
tremwertverteilung?

Unter bestimmten Bedingungen besitzt das geeignet standardisierte Maxi-
mum einer Zufallsstichprobe X, ..., X, aus einer Grundgesamtheit mit Ver-
teilungsfunktion Fx(x) eine der folgenden Grenzverteilungen:

1. Die Frechet-Verteilung

() = {e‘x_a firx >0
0 sonst
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3. Die Gumbel-Verteilung

Az)=e"

Der Beweis ist bei Gnedenko (7) zu finden.

Verteilungen mit hoher Wahrscheinlichkeitsmasse an den Réndern
wie die Cauchy-Verteilung oder die t-Verteilung besitzen die Frechet-
Verteilung als Grenzverteilung. Verteilungen mit finitem rechten Rand-
punkt wie die Gleichverteilung besitzen als Grenzverteilung die Weibull-
Verteilung. Verteilungen wie die Exponentialverteilung, Gammavertei-
lung, Lognormalverteilung oder Normalverteilung besitzen die Gumbel-
Verteilung als Grenzverteilung.

Kehren wir zu Satz 3.1 auf Seite 21 zuriick. Die Verteilung in Gleichung (36)
heifit verallgemeinerte Pareto-Verteilung.

Abbildung 6 zeigt die Dichtefunktion der verallgemeinerten Pareto-Verteilung
fiir unterschiedliche Werte von ¢ fiir 5 = 1.

o)

Abbildung 6: Dichtefunktion der verallgemeinerten Paretodiagramm

Wie konnen wir die Aussagen von Satz 3.1 auf Seite 21 nutzen, um extreme
Quantile zu schétzen?

Wir miissen uns zuerst iiberlegen, wie wir das p-Quantil x, von Fx(x) in
Abhéngigkeit von der verallgemeinerten Pareto-Verteilung ausdriicken kénnen.
Hierzu ersetzen wir in Gleichung (34) auf Seite 20 = durch x —w und erhalten:

Fy(r —u) = FXl(x_) ;Xﬁ(ji)(u)

(37)
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Ersetzen wir Fyy(z — u) in Gleichung (37) durch H(z — u) aus der ersten
Gleichung in Gleichung (36) auf Seite 21, so gilt fiir £ # 0:

E(w—u)\ ¢ Fx(z) - Fx(u)
1‘(” 5 > =T Fx()

Gesucht ist z, mit Fx(z,) = p. Somit gilt

et () -
v f[(r)

Fiir £ = 0 aus der zweiten Gleichung in Gleichung (36) auf Seite 21 erhalten
wir:

—ep_ P~ Fx(u) —ap 4 P~ Fx(u)
! gy o S I gy o
—z/B _ 1_p
— € _—1—FX(u)
1 —
<— —z/f=In <—1—Fxp(u))
_ 1 L—p
= z,=—-0 n(l—FX(u))

Es gilt also

Tp = (38)



Nachdem wir z;, durch die Parameter der verallgemeinerten Pareto-Verteilung
ausgedriickt haben, kénnen wir z,, schétzen:

1. Wir geben einen Schwellenwert u vor.

2. Seien y(1), . .., Y(x) die geordneten Beobachtungen, die gréfler als u sind.
Wir passen an diese Beobachtungen die verallgemeinerte Paretovertei-
lung an. Wir bestimmen also die Schétzer ﬁ und f Hosking und Wallis
(12) zeigen, wie man hierbei vorzugehen hat.

3. Wir setzen die Schétzer in Gleichung 38 ein. Auflerdem schétzen wir
1 — Fx(u) durch den Anteil k/n der Beobachtungen in der Stichprobe
die grofler als u sind, und erhalten als Quantilschétzer:

u+t 4 {(%(1—;»))5—1} fiir € £ 0

—fln(%(l—p)) fiir £ = 0

Beispiel 6 (fortgesetzt)
Wir wihlen u = 180. Die Beobachtungen, die gréfler als 180 sind, sind

181 181 181 181 181 181 181 182 182 182 182 182 182 182 182
182 182 182 182 182 182 182 183 183 183 183 183 183 183 183
183 183 183 183 183 184 184 184 184 184 184 184 184 184 184
184 184 184 184 185 185 185 185 185 185 185 185 185 185 185
185 185 186 186 186 186 186 186 186 187 187 187 187 187 188
188 188 189 189 189 189 189 189 190 190 190 190 190 190 190
191 191 191 191 192 192 192 192 192 192 193 194 195 196 198
198 198 200

Mit Hilfe von R erhalten wir 5 = 8.475 und & = —0.38.

Wir wollen g g9 schatzenAEs gilt n/k = 179/108 = 1.66. Wir setzen diesen
Wert und ﬁ = 8.475 und £ = —0.38 in Gleichung 39 ein:

By, = u+ ?[( (1—p)>_£—11

= 180 — —— [(1.66 - 0.01)"* — 1] = 197.
80— 533 [(1.66 - 0.01) | =197.6
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Es stellt sich die Frage, wie man den Schwellenwert u festlegen soll.
Hierzu betrachten wir die mittlere Exzess-Funktion (MEF):
E(X —ulX > u)
Fiir die generalisierte Pareto-Verteilung gilt:
f+&-u
1-¢
(Siehe dazu Embrechts et al (6), S.165-166.) Die mittlere Exzess-Funktion
verlduft bei verallgemeinerter Pareto-Verteilung also linear in w.

EX —ulX >u) =

Als Schétzer der MEF an der Stelle u verwenden wir den um u verminderten
Mittelwert der Beobachtungen, die grofler als uw sind. Wir bezeichnen die
zugehorige Funktion als empirische mittlere Exzess-Funktion e(u). Als
Schétzer von u verwendet man den Wert wug, ab dem e(u) linear verlauft.

Beispiel 6 (fortgesetzt)
Wir wihlen v = 190. Die Anzahl der Beobachtungen, die grofler als 190 sind,
sind:

191 191 191 191 192 192 192 192 192 192 193 194 195 196 198
198 198 200

Der Mittelwert dieser Beobachtungen ist 193.78. Also nimmt die empirische
mittlere Exzess-Funktion an der Stelle 190 den Wert 193.78 — 190 = 3.78 an.
Abbildung 7 zeigt die empirische mittlere Exzess-Funktion e(u). Die Ent-
scheidung ist hier nicht einfach. Aber man kann sagen, dass die empirische
MEF ab dem Wert 180 linear verlauft.

Mean Excess

Abbildung 7: ME-Plot
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Neben der empirische mittlere Exzess-Funktion sollte man die geschétzten
Werte der Parameter in Abhéngigkeit vom Schwellenwert u zeichnen. Ist
ndmlich die verallgemeinerte Paretoverteilung ein geeignetes Modell fiir Be-
obachtungen, die groler als ein Schwellenwert wug sind, so ist sie auch ein
geeignetes Modell fiir Schwellenwerte grofler als ug. Der Parameter ¢ dndert
sich nicht, wéihrend sich  dndert. Coles (3) schligt auf Seite 83 eine Repara-
metrisierung von [ vor, die zu einem konstanten Wert fiihrt. Man wird also
den Wert ug wahlen, ab dem die Parameterschéitzer nahezu konstant sind.

Beispiel 6 (fortgesetzt)
Abbildung 8 zeigt die Parameterschétzer gegen den Schwellenwert.

Modfied Scale

Shape

Abbildung 8: Parameterschéitzer gegen den Schwellenwert

Wir sehen, dass die Schiatzwerte ab dem Schwellenwert 180 konstant sind.

Hat man sich fiir einen Schwellenwert entschieden, so sollte man iiberpriifen,
wie gut die Anpassung ist. Coles (3) schligt auf Seite 84 den Wahrschein-
lichkeits-Plot und den Quantil-Plot vor. Sind y(y), .. ., y) die geordneten
Beobachtungen, die grofler als u sind, so zeichnet man beim Wahrscheinlich-
keits-Plot ﬁ(y(i) gegen i/(k + 1). Dabei ist

: AN
Hy)=1—|14+=
(v) ( 6)

Beim Quantil-Plot zeichnet man ;) gegen H1(i/(k+1)). Dabei ist

A

H(y) ™ =u+ ? (ﬁ - 1)
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Ist die verallgemeinerte Paretoverteilung ein geeignetes Modell zur Beschrei-
bung der Beobachtungen, die grofier als u sind, so sollte die Punktewolke auf
einen linearen Zusammenhang hindeuten.

Auflerdem sollte man noch das Histogramm der Exzesse mit der geschéitzten

Dichtefunktion zeichnen.

Beispiel 6 (fortgesetzt)
Abbildung 9 zeigt die Diagnostika.

Probability Plot

0.8 —

0.6 —

Model

0.4 —

0.2

1.0

Density Plot

180 185 190 195 200

Quantile Plot

200 —

195 —

Empirical

190 —

185 —

Abbildung 9: Diagnostika

Alle Zeichnungen deuten auf eine sehr gute Anpassung hin.
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4 Anhang

4.1 Daten

Die Koérpergréfie von 179 Studierenden.

164 165 168 168 170 170 170 170 170 170 172 172 172 172 172
173 173 173 174 174 174 175 175 175 175 175 175 175 176 176
176 176 176 177 177 177 178 178 178 178 178 178 178 178 178
178 178 179 179 179 179 179 180 180 180 180 180 180 180 180
180 180 180 180 180 180 180 180 180 180 180 181 181 181 181
181 181 181 182 182 182 182 182 182 182 182 182 182 182 182
182 182 182 183 183 183 183 183 183 183 183 183 183 183 183
183 184 184 184 184 184 184 184 184 184 184 184 184 184 184
185 185 185 185 185 185 185 185 185 185 185 185 185 186 186
186 186 186 186 186 187 187 187 187 187 188 188 188 189 189
189 189 189 189 190 190 190 190 190 190 190 191 191 191 191
192 192 192 192 192 192 193 194 195 196 198 198 198 200

Literatur

[1] Blom, G. (1958): Statistical Estimates and Transformed Beta Variables.
New York.

2] Bowley, A.L. (1920): Elements of statistics. New York.

[3] Coles, S. (2001): An introduction to statistical modeling of extreme va-
lues. London.

[4] de Haan, L. (1990): Fighting the arch-enemy with mathmatics. Statistica
neerlandica, 45-68

[5] Dielman, T.E. C. Lowry, R. Pfaffenberger (1994): A comparison of quan-
tile estimators, Communications in Statistics - Simulation and Compu-
tation 23, 355-371.

[6] Embrechts, P. ,C. Kliippelberg, Th. Mikosch (1995): Modelling extremal
events for insurance and finance . Berlin.

[7] Gnedenko, B.V. (1943), Sur la distribution limite du terme maximum
d’une serie aleatoire. Annals of Mathematics, 44, 423-453.

28



8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

Handl, A. (1985): Verteilungsfreie Quantilschitzer - ein Vergleich. Dis-
kussionsarbeit Nr. 6/85, Institut fiir Quantitative Okonomik und Stati-
stik, Freie Universitiat Berlin

Hazen, A.(1914), Storage to be provided in impounding reservoirs for
municipal water supply, Transactions of the American Society Civil En-
gineers, 77, 1539 -1640.

Harrell F.E., C.E. Davis (1982): A new distribution-free quantile esti-
mator. Biometrika 69:635-640.

Hoaglin, D.C., F. Mosteller, J.W. Tukey (1983): Understanding robust
and exploratory data analysis. New York.

Hosking J.R.M., J.R. Wallis (1987); Parameter and quantile estimation
for the generalized Pareto distribution, Technometrics 29, 339-349.

Hyndman, R.J., Y. Fan (1996): Sample quantiles in statistical packages.
American Statistician, 50 361-365.

Meister, R. (1984): Ansétze zur Quantilschéitzung. Dissertation, FU Ber-
lin.

Johnson, N.L. , S. Kotz , N. Balakrishnan (1994): Continuous univariate
distributions. New York.

Moors, J.J.A. (1988): A quantile alternative for kurtosis. The Statisti-
cian, 37, 25-32

Randles, R.H., D.A. Wolfe (1979): Introduction to the theory of nonpa-
rametric statistics. New York.

Reiss, R.D., M. Thomas (2001): Statistical Analysis of Extreme Values
with Applications to Insurance, Finance, Hydrology and Other Fields.
2. Auflage

29



