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1 Mafizahlen zur Beschreibung der Lage ei-
nes Datensatzes

Bei einer symmetrischen Verteilung ist das Symmetriezentrum 6 der natiir-
liche Lageparameter. Wir wollen uns im Folgenden mit der Schatzung von 6
beschiftigen. Dabei gehen wir von einer Zufallsstichprobe aus einer Grundge-
samtheit aus, in der das interessierende Merkmal eine stetige und beziiglich
6 symmetrische Verteilung besitzt. Die Beobachtungen zi,...,z, sind al-
so Realisationen der unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
X1y, X5

Beispiel 1

Im Rahmen eines BI-Projektes sollten die Teilnehmer den Lineal-Reaktions-
Test durchfiihren. Die Ergebnisse von Ménnern, die das Lineal mit der Nicht-
Schreibhand fingen, sind:

16 19 13 17 19 23 17 25

Abbildung 1 zeigt den Boxplot. Dieser deutet auf eine symmetrische Vertei-
lung hin.

Abbildung 1: Boxplot der Reaktionszeit

1.1 Mittelwert und Median

In der Grundausbildung lernt man den Mittelwert  und den Median xq 5
als Lageschétzer kennen. Fiir eine Stichprobe zq,...,x, ist der Mittelwert
folgendermaflen definiert:



Beim Mittelwert verteilen wir die Summe aller Beobachtungen gleichméafig
auf alle Merkmalstrager.

Beim Median geht man von der geordneten Stichprobe x(y),...,z(,) aus. Es
gilt also

T((n+1)/2) falls n ungerade ist

(2)

Zo5 =

T(/2) +2$(1+"/ 2 falls n gerade ist
Der Median zg5 teilt den geordneten Datensatz x(y),...,z,) in zwei gleich
grofle Teile.

Beispiel 1 (fortgesetzt)
Es gilt £ = 18.625 und xq5 = 18.

In der Regel werden die Werte des Mittelwertes und Medians bei einer Stich-
probe unterschiedlich sein. Will man einen Wert fiir die Lage der Verteilung
angeben, so muss man sich zwischen dem Median und dem Mittelwert ent-
scheiden. Welche dieser beiden Mafizahlen ist besser geeignet, die Lage der
konkreten Stichprobe zu beschreiben? Der Mittelwert ist nicht robust. Ein
Ausreifler hat einen starken Einfluss auf den Mittelwert. Der Median hinge-
gen ist robust. Liegen also Ausreifler vor, so sollte man den Median wahlen.
Man kann eine einfache Entscheidungsregel auf Basis des Boxplots aufstellen.
Enthélt der Boxplot keinen Ausreifler, so sollte man sich fiir den Mittelwert
entscheiden. Ist aber mindestens ein Ausreifler im Boxplot zu erkennen, so
sollte man die Lage des Datensatzes durch den Median beschreiben.

Beispiel 1 (fortgesetzt)
Da kein Ausreifler zu erkennen ist, beschreiben wir die Lage durch den Mit-
telwert.

Beispiel 2
In dem BI-Projekt wurde der LRT auch bei jungen Mannern durchgefiihrt.
Hier sind die Ergebnisse

16 19 12 19 21 26 20 23 8 20

Es gilt # = 18.4 und xg5 = 19.5. Abbildung 2 zeigt den Boxplot. Dieser
deutet auf eine symmetrische Verteilung hin. Es liegt aber ein Ausreifler vor.
Wir wahlen also den Median.



Abbildung 2: Boxplot der Reaktionszeit

1.2 Getrimmte Mittelwerte und Mittelwerte der ge-
trimmten Beobachtungen

Ist xy,..., 2, die Stichprobe und z(y), ...,z die geordnete Stichprobe, so

ist der Mittelwert
I - 1 &
xr = — r; = — (i

Eine einzige Beobachtung hat einen starken Einfluss auf den Wert des Mit-
telwertes.

Ist der Stichprobenumfang n ungerade, so ist der Median gleich

To.5 = T((n+1)/2)

Ist der Stichprobenumfang n gerade, so ist der Median gleich

1
205 = 5 (T2 + Tain/2)

Waéhrend beim Mittelwert alle Beobachtungen mit dem gleichen Gewicht
beriicksichtigt werden, werden beim Median bei einem ungeraden Stichpro-
benumfang nur die Beobachtung in der Mitte der geordneten Stichprobe und
bei einem geraden Stichprobenumfang nur die Beobachtungen in der Mitte
der geordneten Stichprobe beriicksichtigt. Man kann es auch so sehen, dass
bei einem geraden Stichprobenumfang die n/2 — 1 kleinsten und n/2 — 1
grofiten Beobachtungen aus der Stichprobe entfernt werden, und der Mittel-
wert der Beobachtungen bestimmt wird, die nicht aus der Stichprobe entfernt
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wurden. Man spricht auch davon, dass Beobachtungen getrimmt werden.
Hierdurch ist der Median unempfindlich gegeniiber Ausreiflern. Der Median
ist ein robuster Schétzer.

Man kann natiirlich weniger Beobachtungen aus der Stichprobe entfernen
als beim Median. Man spricht dann von einem getrimmten Mittelwert. Beim
Trimmen kann man die Anzahl und den Anteil der Beobachtungen vorgeben,
die von den Réndern der geordneten Stichprobe x(yy, ..., z(,) entfernt werden
sollen.

Man spricht von einem k-fach symmetrisch getrimmten Mittelwert Z;, wenn
die k kleinsten und die k£ gréfiten Bobachtungen aus der Stichprobe entfernt
werden und der Mittelwert der Beobachtungen bestimmt wird, die nicht aus
der Stichprobe eliminiert wurden. Es gilt

_ 1
xk:n—2kaz T (4) (3)

Beispiel 3

Wir betrachten die Daten aus Beispiel 2 auf Seite 3. Hier ist die geordnete
Stichprobe:

8 12 16 19 19 20 20 21 23 26

Wir setzen k = 1. Es gilt
T = é(lZ—i—16+19+19+20+20—|—21+23) =8.75
Analog erhalten wir
Ty =19.17 Z3=19.5 Z4=19.5
Gibt man den Anteil « vor, der von jedem Rand der geordneten Stichprobe
entfernt werden soll, so spricht man von einem a-getrimmten Mittelwert. In

der Regel wird na keine natiirliche Zahl sein. Entfernt man jeweils |n o]
Beobachtungen, so erhélt man folgenden Schétzer:

Ta =~ > T (4)

mit g = [nal.



Beispiel 3 (fortgesetzt)

Wir wihlen oo = 0.05 und erhalten g = [10-0.05] = 0. Als Schétzer erhalten
wir Zo.0s = 18.4. In Tabelle 1 sind die Werte von z,, fiir ausgewéhlte Werte
von « zu finden.

Tabelle 1: Werte von Z,fiir ausgewéhlte Werte von «

o 010 015 020 025 030 035 040 045
T, 1875 1875 19.17 19.17 19.5 19.5 19.5 19.5

Bei kleinen Werten von n schitzt man z, fiir unterschiedliche Werte von «
durch einen Wert. Die Werte von z, sind also nicht stetig in a. Die Abbil-
dungen 10-5 und 10-6 in Hoaglin et al. (1983) verdeutlichen dies. Hoaglin
et al. (1983) schlagen vor, auch Anteile von geordneten Beobachtungen zu
verwenden. Dies liefert folgenden Schétzer:

T(or) = m {(1 —7) [Ty + Tmg) + D l‘(i)} (5)

i=g+2
mit g = [na und r =na —g.
Beispiel 3 (fortgesetzt)

Wir wéhlen o = 0.05 und erhalten g = [10-0.05] = 0 und r = 10-0.05—-0 =
0.5. Als Schétzer erhalten wir

1

T(0.05) = 1001 = 2. 0.05) [(1=0.5)(zq) + zao) + 22 ()]

1
= §[0.5(8+26)+12+16+19+19+20+20+21+23]

= 18.56

In Tabelle 2 sind die Werte von T'(«) fiir ausgewéhlte Werte von a zu finden.

Tabelle 2: Werte von T'(«)fiir ausgewéhlte Werte von o

o) 0.10 0.15 020 0.25 0.30 0.35 040 0.45
T(o) 1875 18.93 19.17 19.3 195 195 19.5 19.5




Die Lage einiger Datensétze sollten nicht durch getrimmte Mittelwerte be-
schrieben werden. Schauen wir uns hierzu ein Beispiel an.

Beispiel 4

Im Rahmen eines BI-Projektes sollten die Teilnehmer den Lineal-Reaktions-
test durchfiihren. Die Ergebnisse von Ménnern, die wihrend des Versuches
abgelenkt wurden, sind:

17 26 13 20 27 13 24 25

Abbildung 3 zeigt den Boxplot. Dieser deutet auf eine symmetrische Vertei-
lung mit wenig Wahrscheinlichkeitsmasse an den Réndern wie die Gleichver-
teilung oder auf eine U-formige Verteilung hin. Das Histogramm bestétigt
diese Vermutung.

Abbildung 3: Histogramm und Boxplot der Reaktionszeit

10 1s 20 25 30

Die Daten im Beispiel 4 deuten auf eine Gleichverteilung auf (a,b) hin. Die

Dichtefunktion ist
ﬁ fira<xz<b

fx(@) =
0 sonst
Diese ist symmetrisch beziiglich
b
BX) =



Die M-L-Schétzer von E(X) ist

X+ X

; (6)

Der Beweis ist bei Mood et al. (1974) auf den Seiten 282-283 zu finden.

Man nennt den Ausdruck in Gleichung (6) auch den Midrange oder die
Spannweitenmitte. Er ist ein Beispiel fiir einen Mittelwert der getrimmten
Werte, der folgendermaflen definiert ist:

m firna <1
T(a) = (7)

g9
o {7“ [ + 2] + 25 (20 + l‘(n+1—z’))} fiir na > 1
mit g = [na] und r =naoa —g.
7(0.25)¢ heift auch Outmean. Bestimmt man 7°(0.25) wie in Gleichung 4, so
gilt B
T(0.25)° + T(0.25) = 2 X

Beispiel 4 (fortgesetzt)
Wir wihlen o = 0.05 und erhalten g = [10-0.05| = 0 und r = 10-0.05—-0 =
0.5. Als Schétzer erhalten wir

_l’_
T(0.05)¢ = w — 20

In Tabelle 3 sind die Werte von T'(«) fiir ausgewéhlte Werte von « zu finden.

Tabelle 3: Werte von T'(«) fiir ausgewihlte Werte von «

@ 0.10 0.15 0.20 025 030 035 040 045
T(a) 20.0 19.92 19.81 19.75 19.96 20.11 20.28 20.47




2 Die Auswahl einer geeigneten Schitzfunk-
tion zur Beschreibung der Lage einer sym-
metrischen Verteilung

Wir wollen im Folgenden Verfahren angeben, mit denen man sich auf Basis
der Daten zwischen dem Mittelwert und dem Median entscheiden kann. Die
auf Seite 3 beschriebene Entscheidungsregel, die auf dem Boxplot beruht,
beriicksichtigt nur Ausreifler. Die Effizienz der Schétzfunktion wird nicht in
Betracht gezogen. Beim Schétzen haben wir das Problem, dass in der Regel
nur ein Schétzwert vorliegt, von dem wir nicht wissen, ob er in der Nédhe des
wahren Wertes des Parameters liegt. Ist die Schitzfunktion aber erwartungs-
treu und besitzt sie dazu noch eine kleine Varianz, so kénnen wir uns ziemlich
sicher sein, dass der Wert der Schétzfunktion in der Ndhe des wahren Wertes
des Parameters liegt. Schauen wir uns also noch einmal Giitekriterien von
Schétzfunktionen an.

2.1 Effiziente Schitzfunktionen

Definition 2.1
Eine Schétzfunktion T heiffit erwartungstreu fiir den Parameter 6, wenn

fiir alle Werte von 6 gilt:
E(T) =46

Man nennt eine erwartungstreue Schatzfunktion auch unverzerrt. Im Eng-
lischen spricht man von einem unbiased estimator.

Beispiel 5
Sind Xi,..., X, unabhingige, identisch mit F(X;) = p verteilte Zufallsva-
riablen, dann ist X eine erwartungstreue Schatzfunktion fiir p.

E(X)zE(% iXZ> :%E<iXZ> :%n,u:,u

Beispiel 6

Sind Xy, ..., X, unabhéingige, identisch mit stetiger und beziiglich 6 sym-
metrischer Verteilungsfunktion verteilte Zufallsvariablen, dann ist Xy 5 eine
erwartungstreue Schéatzfunktion fiir 6.

Wir zeigen, dass fiir ungerades n die Dichtefunktion des Medians symmetrisch
beziiglich 6 ist, wenn die Dichtefunktion von X symmetrisch 6 ist.

Wir unterstellen also

fx(0 —x) = fx(0 + ) (8)

9



und
Fx(0—z)=1—- Fx(0+ ) 9)

Die Dichtefunktion der k-ten Orderstatistik X () ist gegeben durch

P @) = G P @ = Bl ™ o) (10

Ein sehr anschaulicher Beweis ist bei David (1981) zu finden.

Ist der Stichprobenumfang n ungerade, so ist der Median gleich X ((,11)/2).
Somit gilt

TL' ntl 4 [ n_n_Jrl

fX(QQﬂ)<x) - (n+1_1)'(n_n_+1>‘FX(x)T 1_FX(‘T)] 2 fX(x>

n‘ n—1

= Ty )T [ Ee)E ()

Nun gilt
n! n—1 n—1
Frog, 0= = T (O =0)T [ Fel0 =)™ fx(0 =)
! n—1 ne1
) [(ni;),}z 1= Fx(6+2)]'T Fx(0+2)"7 fx(0+2)
n! n—1

= P04+ 2) T L Fy(0+ )T fy(0+ )

= fX(n;l)(e + )

Somit ist die Dichtefunktion von X nil symmetrisch beziiglich . Existiert

der Erwartungswert X (ntl); SO ist er gleich 6.

Sind zwei Schitzfunktionen erwartungstreu, so wiahlt man die mit der klei-
neren Varianz. Je kleiner ndmlich die Varianz ist, um so sicherer kénnen wir
sein, dass der realisierte Wert der Schéatzfunktion in der Ndhe des wahren
Wertes des Parameters liegt.
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Definition 2.2
Seien T} und T, zwei erwartungstreue Schétzfunktionen des Parameters 6.
Die Schéatzfunktion T heifit effizienter als die Schétzfunktion 75, wenn gilt

Var(Ty) < Var(Ty)

Beispiel 6 (fortgesetzt)
Es gilt

Var(X Var( ZX) ——Var (ZX) %

Die Varianz von vielen Schitzfunktionen kann nicht explizit angegeben wer-
den. In diesem Fall gibt es zwei Moglichkeiten, die Varianz approximativ zu
bestimmen:

1. Man kann die asymptotische Varianz bestimmen.

2. Man fiithrt eine Simulation durch.

2.2 Asymptotik

Schauen wir uns zunéchst ein Beispiel fiir Asymptotik an. Wir suchen eine
Approximation der Varianz Var(Xos) des Medians bei einer Zufallsstich-
probe vom Umfang n aus einer Grundgesamtheit, deren Verteilungsfunktion
Fx(z) stetig ist. Dabei sei der Stichprobenumfang n ungerade. Der Median
ist somit X((n+1)/2).

Der Median ist eine spezielle Orderstatistik X () mit k& = "TH Die Dichte-
funktion von X, ist in Gleichung 10 auf Seite 10 zu finden.

Wir bestimmen zunéchst die Varianz des Medians fiir eine Zufallsstichprobe
Ui, ..., U, aus der Gleichverteilung auf (0, 1).

Die Zufallsvariable U besitzt eine Gleichverteilung auf (0, 1), wenn die Ver-
teilungsfunktion lautet:

0 firu<o
Fy(u)=<u fir0<u<1 (11)
1 firu>1

Die Dichtefunktion der Gleichverteilung auf (0, 1) ist:

1 fir0O<u<1

Ju(u) = { (12)

0 sonst
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Setzen wir diese Gleichungen in die Gleichung 10 auf Seite 10 ein, so erhalten
wir fiir z € (0,1)

fro@ = G P = Bl fula)

n! k—1 n—k
= Gt ) (13)

Ansonsten ist die Dichtefunktion von Uy gleich 0.

Wir konnen die Fakultaten iiber die Gammafunktion

oo

L(r)= /xT_le_z dx
0

ausdriicken. Fiir n = 1,2, ... gilt
I'(n+1)=n!
(siche dazu Rudin (1976), S. 192).
Fir fy;, (x) gilt somit
Ju, (@) = r(/f)l;(g:;lf— %)
Die Betafunktion B(a,b) ist definiert durch

Z,k:fl (1 . m)n—k

1
B(a,b) = / 27 (1 —2) e
0

Es gilt
I(a) I'(b)

B(a,b) = Tatb)

(14)

(siehe dazu Rudin (1976), S. 193).
Fir fy, (x) gilt somit
1

Jow @) = BT 1=m e

Dies ist die Dichtefunktion einer Betaverteilung mit den Parametern a = k
und b=n+1—k.

1
B(a,b)

@ 11—zt fir0<az<1
fx(x) = (15)

0 sonst
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(siehe dazu Mood et al. (1974), S. 116 und S. 534-535)
Fiir eine mit den Parametern a und b betaverteilte Zufallsvariable X gilt

und

ab
(a+b+1)(a+b)?
(sieche dazu Mood et al. (1974), S. 117)

Var(X) =

Also gilt
k k
EUy)) = = 16
Uw) = 1=k~ nt1 (16)
und
k(n+1—-k kn+1—k
Var(U(k)) = ( ) = ( )

(k+n+1—k+)(k+n+1-k2 (n+2)(n+1)?2

- (n—lF2) (nil) (1_ni1> ()

Ist n ungerade, so ist der Median gleich U 41)/2). Also ist k = (n + 1)/2.
Setzen wir k = (n + 1)/2 in Gleichung (17) ein, so erhalten wir

Var(Ugniiy) = <n41—2> ((nn++1i/2) (1 - %)

1 1
= 05-05=——
(n+2> 4(n +2)

Fiir grofles n gilt also
1
Var(U = —
ar(Um+ny/2) = -
Schauen wir uns nun die Varianz des Medians fiir eine Zufallsvariable X mit

stetiger Verteilungsfunktion Fy(z) an. Hierzu benotigen wir den folgenden
Satz .

Satz 2.1

Sel F(x) eine stetige Verteilungsfunktion. Ist U gleichverteilt auf (0,1), so
besitzt X = F~!1(U) die Verteilungsfunktion F(z).

Beweis

Es gilt

Fy(r) = P(X <2) = P (F7Y(U) < 2) = P(U < F(x)) = Fy(F(x)) = F(X)
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Somit gilt fir die k-te Orderstatistik X einer Zufallsstichprobe vom Um-
fang n aus einer Grundgesamtheit mit Verteilungsfunktion F'y(x):

Xy =F (U (18)

Dabei ist Uy die k-te Orderstatistik einer Zufallsstichprobe vom Umfang n
aus einer Grundgesamtheit mit Gleichverteilung auf (0, 1).

Wir approximieren die Varianz von X, indem wir F~* (U(k)) um F (U(k))
linearisieren:

FH(Uw) =~ FHEUw)) + Un - EUr)) (F7) (£ (Un))

Es gilt .
FY (u) =
)0 = =)
(siche Heuser (2001)).
Somit gilt
_ o k k 1
Also gilt

Var (F7! (Uw)) ~ Var (F_l (nil) " <U(k’ - ni1> f(F‘ll(i))>

= (f(F‘ltn—H zVar (Ug)
2 (f(p—ltn%l)))? (n—lFQ) (nil)( _ni1> (21)

Mit k = ”T“ gilt also

Var (X)) = Var (F (U )) =~ (f(F—11(0.5)))2 (n i 2) 0.5-0.5




Somit gilt fiir ungerades n fiir die Varianz des Medians

1
Vet = L GE T 2

Die gleiche Beziehung gilt fiir gerade Stichprobenumfénge.

Beispiel 6 (fortgesetzt)

Sind die Zufallsvariablen X1, ..., X, standardnormalverteilt, so gilt o2 = 1
und f(0) = —=.
Also gilt bei Standardnormalverteilung
Var(X) =
ar = —
n

und 2 1.57
T T .

Var(Xps) ~ — = — = ——
a'r’( 0'5) 4n 2n n

Um zwei Schatzfunktionen 77 und 75 fiir einen Parameter 6 zu vergleichen,
betrachtet man das Verhéltnis der Varianzen

Var(Ty)

Var(Ty)
Man spricht auch von der relativen Effizienz.

Beispiel 6 (fortgesetzt)
Bei Normalverteilung gilt

Var(X) 2
——=~ — =0.637
Var(Xos)
Tabelle 4 zeigt die exakten Werte von Var(X)/Var(Xos) bei Normalver-
teilung. Wir sehen, dass fiir kleine Werte von n die Asymptotik noch nicht

greift.

Tabelle 4: V‘;?&fi 7 bei Normalverteilung

n 1 3 ) 7 9 11 13 15 17

010743 0.697 0679 0.669 0.663 0.659 0.656 0.653

Quelle: Kendall et al. (1991).
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Beispiel 6 (fortgesetzt)
Schauen wir noch ein weiteres Verteilungsmodell an. Die Dichtefunktion der
Laplace-Verteilung ist gegeben durch:

1 s
f@)= 53¢
Abbildung 4 zeigt die Dichtefunktion der Laplace-Verteilung mit x4 = 0 und
# = 1 und die Dichtefunktion der Standardnormalverteilung. Die Dichte-
funktionen sind so skaliert, dass sie im Nullpunkt die gleiche Héhe haben. Wir
sehen, dass die Laplace-Verteilung im Zentrum steiler als die Standardnor-
malverteilung ist und an den Réndern mehr Wahrscheinlichkeitsmasse als
die Standardnormalverteilung besitzt. Somit treten extreme Werte bei der
Laplace-Verteilung héufiger auf als bei der Standardnormalverteilung.

Abbildung 4: Dichtefunktionen der Laplace-Verteilung und der Standardnor-
malverteilung

Es gilt F(X) = p und Var(X) = 2 3% (siche dazu Mood et al. (1974), S.
117)

Somit gilt
_ 2 32
Var(X) = 25
n
Mit
£0) =5
=35



gilt also

_ 1 _ 7
VarlXos) = Lwj@syE — n
Somit gilt ~
Var(X) 5
VCLT(XQ{;) a

Wir sehen, dass der Median bei Laplace-Verteilung viel effizienter ist als der
Mittelwert.

2.3 Simulation

Wir haben gesehen, dass die Asymptotik fiir kleine Werte von n noch nicht
greift. Um auch hier vergleichen zu kénnen, sollte man eine Simulation durch-
fithren. Simulieren bedeutet: ’so tun als ob’. In der Statistik verwendet man
Simulationen, um die Verteilung einer Stichprobenfunktion S = ¢g(X3,..., X,,)
zu schétzen, wenn in der Grundgesamtheit eine Verteilung mit Verteilungs-
funktion F'(x) vorliegt. Hierbei erzeugt man B Stichproben x,...,x, aus
der Verteilung und bestimmt fiir jede den Wert der Stichprobenfunktion.
Man schétzt die Verteilung der Stichprobenfunktion durch die empirische
Verteilung der realisierten Stichproben.

Um mit dem Computer Zufallszahlen aus speziellen Verteilungen ziehen zu
konnen, benotigt man einen Generator fiir Zufallszahlen, die aus einer Gleich-
verteilung auf (0,1) stammen. Die Verteilungsfunktion und Dichtefunktion
einer auf (0,1) gleichverteilten Zufallsvariablen ist in den Gleichungen (11)
und (12) auf Seite 11 zu finden.

Naeve (1995) stellt eine Vielzahl von Verfahren zur Erzeugung auf (0,1)
gleichverteilter Zufallszahlen an. Auflerdem zeigt er, wie man testen kann,
ob ein Generator unabhéngige, auf (0, 1) gleichverteilte Zufallszahlen erzeugt.
Wir gehen im Folgenden davon aus, dass ein Zufallszahlengenerator fiir auf
(0, 1) gleichverteilte Zufallszahlen vorliegt.

Schauen wir uns zunéchst an, wie man mit Hilfe von auf (0, 1) gleichverteilten
Zufallszahlen eine Stichprobe aus einer Grundgesamtheit mit einem diskreten
Merkmal X zieht. Seien z1, ..., x; die Merkmalsauspriagungen der diskreten
Zufallsvariablen X. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion P(X = ;) = p; sei fiir
1=1,2,...,k bekannt.

Beispiel 7

Wir werfen einen fairen Wiirfel einmal. Sei X die Augenzahl. Dann gilt

P(X:z'):é
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fiir i = 1,2,3,4,5,6.

Um nun nun Zufallszahlen zu erzeugen, die die Verteilung von X besitzen,
benétigt man nur auf (0,1) gleichverteilte Zufallszahlen. Diese liefert jedes

statistische Programmpaket. Wir erzeugen eine auf (0, 1) gleichverteilte Zu-
fallszahl u und bilden

(2, falls 0 < u < P1

wy  falls pr <u < py+po
x=1< w3 fallspi +ps<u<pi+p+p;

(2 fallspr +po+ ... +ppr <u<l

Mit py = 0 kénnen wir dies auch schreiben als:

Wihle
r = T
wenn gilt
k-1 k
pi<u<y p
=0 1=0
Somit gilt
k-1 k k k—1
P(X =x) = P( pi<U§Zpi>:FU<Zpi>_FU<Zpi>
=0 i=0 i=0 =0
k k-1
= Y =Y pi=p
=0 =0

Beispiel 7 (fortgesetzt)
Um einmal zu wiirfeln, erzeugen wir eine gleichverteilte Zufallszahl u und
bilden

(1 fallsO<u<

falls = <u <
falls 2 <u <
falls 2 <u <
falls
falls

S U W N
DUt D D N DI

DT D= W DN D=

L <u<l

Ist die gezogene gleichverteilte Zufallszahl u gleich 0.5841235, so wird eine 4
gewiirfelt.
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Bei der Erzeugung von Zufallszahlen aus einer Grundgesamtheit mit stetiger
Verteilungsfunktion F'(z) greifen wir auf die Aussag von Satz 2.1 auf Seite 13
zuriick. Wir erzeugen eine auf (0, 1) gleichverteilte Zufallszahl u und erhalten
die Zufallszahl aus F'(z) durch x = F~!(u).

Beispiel 8
Die Zufallsvariable X besitze eine Laplace-Verteilung mit den Parametern
@ =0 und B = 1. Die Dichtefunktion von X lautet also

1 e’ firx <0

[x(r) = 2 e " =

= N

e firz >0
Die Verteilungsfunktion lautet

e firx <0

N[ =

Fy(r) =

—_

%e*x firz > 0

Wir erhalten eine Zufallszahl aus der Laplace-Verteilung, indem wir eine auf
(0, 1) gleichverteilte Zufallszahl u erzeugen. Die Zufallszahl x aus der Laplace-
Verteilung ist dann

In2u fiir v < 0.5

—In(2 —2u) fiiru>0.5

Schauen wir uns an, wie man mit einer Simulation die Verteilung einer Stich-
probenfunktion S = ¢g(Xj,...,X,) schitzen kann, wenn man fiir die Vertei-
lung der Grundgesamtheit ein spezielles Verteilungsmodell Fx (z) unterstellt.
Hierbei geht man folgendermaflen vor:

1. Gib die Anzahl B der Stichproben vor.
2. Setze i auf den Wert 1.
3. Erzeuge eine Zufallsstichprobe x1, ..., z, aus der Verteilung Fy(x).

4. Bestimme den Wert s; der Statistik S = ¢g(X1,...,X,,) fur diese Stich-
probe.

5. Erhohe die Zahlvariable 7 um 1.

6. Gehe nach 3., wenn gilt ¢ < B.
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7. Schitze die Verteilung von S = g(X3, ..., X,,) durch die Verteilung von
S1,...,5B.

Beispiel 7 (fortgesetzt)

Uns interessiert die Verteilung des Minimums M = min{ X1, X, X3, X4}, also
P(M =) furi=1,2,3,4,5,6. Wir schitzen diese Verteilung durch Simula-
tion. Dabei werfen wir 4 Wiirfel 10000-mal. In Tabelle 5 sind die Ergebnisse
zu finden.

Tabelle 5: Durch Simulation geschétzte Verteilung des Minimums beim Wurf
von vier Wiirfeln

? 1 2 3 4 5 6

P(M =1i) 0.5196 0.2848 0.1346 0.0474 0.0131 0.0005

Fiir ¢ = 1 und ¢ = 6 kénnen wir diese Werte leicht mit den wahren Werten
P(X =1). Das Minimum nimmt den Wert 1 an, wenn mindestens eine 1 bei
den 4 Wiirfen aufgetreten ist. Also gilt

5\ 4
PX=1)=1- (6) = 0.5177
Das Minimum ist gleich 6, wenn bei allen 4 Wiirfen die 6 auftritt:
1\4
P(X =6) = (6) = 0.00077

Beispiel 7 (fortgesetzt)

Wir schitzen die Varianz von X und X 5 fiir Stichproben vom Umfang n = 5,
n = 10 und n = 20 aus der Laplace-Verteilung mit Parametern y = 0 und
£ =1 mit 10000 Wiederholungen.

In Tabelle 6 sind die Ergebnisse der Simulation zu finden.
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Tabelle 6: Durch Simulation geschitzte Varianz von X und X5 fiir Stich-
proben vom Umfang n = 5, n = 10 und n = 20 aus der Laplace-Verteilung
mit Parametern = 0 und $ = 1 mit 10000 Wiederholungen

) 0.390 0.342
10 0.198 0.144
20 0.100 0.066

Wir sehen, dass die Varianz von X bei der Laplace-Verteilung grofer ist als
die Varianz von Xjy5. Somit ist der Median bei der Laplace-Verteilung ein
effizienterer Schétzer als der Mittelwert.

2.4 Der Bootstrap

Wir haben oben gesehen, dass man die Verteilung einer Stichprobenfunktion
g(Xi,...,X,) durch Simulation schitzen kann. Hierzu erzeugt man Stich-
proben aus der Verteilung und bestimmt fiir jede Stichprobe den Wert der
Stichprobenfunktion. Die empirische Verteilung der Stichprobenfunktion ap-
proximiert dann die theoretische Verteilung.

Nun ist in der Regel die Verteilung die Verteilungsfunktion F'y (x) der Grund-
gesamtheit unbekannt. Man kann somit die Verteilung der Stichprobenfunk-
tion nicht mit einer Simulation dadurch schétzen, dass man Stichproben aus
Fy(x) zieht. Efron (1979) hat vorgeschlagen, die Stichproben nicht aus der
unbekannten Verteilungsfunktion F'y (z) sondern aus der empirischen Vertei-
lungsfunktion F, (z) zu ziehen. Das bedeutet, dass man aus der Stichprobe
Z1,...,T, mit Zuriicklegen B Stichproben z7,...,z} ziehen. Efron nann-
te diesen Verfahren den Bootstrap. Man spricht auch von der Bootstrap-
Stichprobe 7, ..., 2% . Dabei muss nicht notwendigerweise N gleich n sein.
Ist man also an der Verteilung einer Stichprobenfunktion S = ¢g(Xj,...,X,)
interessiert, wenn gilt X; ~ Fy(x), so approximiert der Bootstrap diese Ver-
teilung durch die Verteilung von S* = g( X7, ..., X} ), wobei gilt X} ~ F, (x).
Die Bootstrap-Verteilung kann man nun mit Hilfe einer Simulation bestim-
men:

1. Gib die Anzahl B der Stichproben vor, die gezogen werden sollen.

2. Setze 1 auf den Wert 1.
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3. Erzeuge eine Bootstrap-Stichprobe z7, ..., x} aus der empirischen Ver-
teilungsfunktion F,(x), d. h. ziehe mit Zuriicklegen eine Stichprobe
x3y, ..., T aus der Stichprobe zi,...,z,.

4. Bestimme den Wert s; der Statistik S* = ¢(X7,...,Xy) fiir diese
Stichprobe.

5. Erhohe die Zahlvariable ¢ um 1.
6. Gehe nach 3., wenn gilt i < B.

7. Schéitze die Verteilung von S = g(X7y, ..., X, ) durch die Verteilung von
Sy,...,5p.

Beispiel 7 (fortgesetzt)
Wir wollen die Varianz des Medians fiir die folgende Stichprobe schétzen:

16 19 13 17 19 23 17 25

Wir ziehen 10 Bootstrap-Stichproben und bestimmen fiir jede den Median.
Tabelle 7 zeigt die Stichproben mit den zugehorigen Werten des Medians .
Wir bezeichnen den Median hier mit z und nicht mit zy5, um nicht einen
doppelten Index benutzen zu miissen.

Tabelle 7: Bootstrap-Stichproben

* Sk

3 * * * * * * *
Stichprobe 7 25 2§ ) xi xf b xy T

1 19 19 13 23 19 19 19 23 19
2 23 19 25 23 19 19 25 16 19
3 17 19 17 13 23 17 17 23 17
4 25 19 17 25 16 17 23 25 19
5 19 19 19 17 19 23 19 17 19
6 16 25 17 25 13 17 16 13 16
7 19 19 17 23 13 23 19 19 19
8 19 17 17 23 19 25 17 19 19
9 19 16 25 17 23 17 17 17 17
10 17 19 19 17 17 19 17 19 17

Wir schatzen die Varianz des Medians durch

_ 1 & _
VCL?”(XO.E)) = ﬁ Z (i’: — j;;k)Q
=1
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mit
1 B
1=

Es gilt 77 = 18.1 und Var(Xos5) = 1.43.

Wir kénnen den Bootstrap auch benutzen, um uns auf Basis der Stichpro-
be x1,...,x, fir einen der beiden Schétzer zu entscheiden. Wahlen wir die
Varianzen der Schéatzfunktionen als Kriterium, so miissen wir unterstellen,
dass die Verteilung der Grundgesamtheit symmetrisch ist. Die Verteilung
der Stichprobe, aus der wir die Bootstrap-Stichproben ziehen, sollte die An-
nahmen erfiillen, die wir an die Grundgesamtheit stellen. Wir miissen die
Stichprobe symmetrisieren. Ist ein Wert x; in der Stichprobe, so muss auch
der beziiglich des Symmetriezentrums i symmetrische Wert in der Stichprobe
sein. Die folgende Abbildung zeigt, dass der zu z; beziiglich i symmetrische
Punkt gleich

ist.

Die symmetrisierte Stichprobe ist also
xlw-'axn?ﬂ_(xl_Ia)a"wﬂ'_(xn_,u)
In der Regel wahlt man i = x¢ 5.

Beispiel 7 (fortgesetzt)
Wir wahlen i = x5 = 18 und erhalten die symmetrisierte Stichprobe

16 19 13 17 19 23 17 25 20 17 23 19 17 13 19 11

Die durch die Symmetrisierung gewonnenen Werte sind fett gedruckt. So
erhélt man den wert 20 aus dem Wert 16 durch

2-18—-16=120

Wir ziehen mit Zuriicklegen 10 Stichproben vom Umfang n = 8 aus der
symmetrisierten Stichprobe. Die Stichproben und die Werte des Mittelwertes
und des Medians jeder Stichprobe sind in Tabelle 8 zu finden.
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Es gilt @"()_() = 1.524 und @’(X%) = 2.62. Somit sollte man die Lage
des Datensatzes durch den Mittelwert beschreiben.

Tabelle 8: Bootstrap-Stichproben aus symmetrisierter Stichprobe

Stichprobe 7 a5 af x; xf x5 b xg z; z;
1 19 13 23 13 20 19 11 17 16.875 18
2 25 17 19 13 19 17 16 17 17875 17
3 19 17 19 11 23 13 23 23 18500 19
4 23 13 11 20 17 17 19 17 17125 17
5 2525 13 17 11 11 19 11 16.500 15
6 13 19 19 19 17 19 23 19 18.500 19
7 19 17 16 23 16 23 17 19 18.750 18
8 13 17 19 17 17 17 17 19 17.000 17
9 23 19 25 17 17 17 13 17 18500 17
10 25 11 25 17 19 16 25 23 20.125 21
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