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Kapitel 1

Darstellung grundlegender
Konzepte am Beispiel des
Einstichprobenproblems

1.1 Die klassische Analyse eines Datensatzes

1.1.1 Die Daten und einige Annahmen

Ziel der Statistik ist es, Strukturen und GesetzméifBigkeiten in Datensétzen
aufzudecken. Datensétze werden in der Regel mit einem bestimmten Ziel
erhoben.

Schauen wir uns ein Beispiel an, das aus dem Buch Small Data Sets von
Hand stammt.

Die Schmuckstiicke an den Kleidungsstiicken der Schoschonen sind recht-
eckig. Ein Forscher will nun untersuchen, ob diese Rechtecke nach dem gol-
denen Schnitt gefertigt wurden.

Ein Rechteck weist den goldenen Schnitt auf, wenn gilt

b [

I~ b+1

wobei b die Linge der kiirzeren und 1 die Lange der langeren Seite ist.

b_V5-
I 2

Es muf} gelten
1
~ 0.618.
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Dies sieht man folgendermaflen:

Aus
b l

I b+l

folgt
b2 + bl = 2

Dividieren wir beide Seiten durch I?, so erhalten wir

Nt
l [

Diese quadratische Gleichung hat die positive Losung

? ‘/52_1 ~ 0.618

Der Forscher bestimmt nun von 20 rechteckigen Schmuckstiicken der Scho-
schonen das Verhéltnis von b zu (.

Es ergaben sich folgende Zahlen:

0.693 0.662 0.690 0.606 0.570 0.749 0.672 0.628 0.609 0.844
0.654 0.615 0.668 0.601 0.576 0.670 0.606 0.611 0.553 0.933

Auf den ersten Blick fillt auf, dal die Zahlen sehr unterschiedlich sind.
Einen besseren Uberblick erhilt man, wenn man sich den geordneten Daten-
satz anschaut.

0.553 0.570 0.576 0.601 0.606 0.606 0.609 0.611 0.615 0.628
0.654 0.662 0.668 0.670 0.672 0.690 0.693 0.749 0.844 0.933

Der kleinste Wert ist 0.553 und der gréfite Wert ist 0.933. Der Wert 0.618
liegt im Bereich der Daten.

Man kann sich vorstellen, da3 die Schoschonen eine Vorstellung von einem
dsthetischen Verhéltnis von Breite zu Lénge bei den Rechtecken hatten und
dieses Verhéltnis auch erreichen wollten. Aufgrund der Unvollkommenheit
der Fertigung wird dieses Verhéltnis aber im Kinzelfall nicht erreicht. Die
einzelnen Rechtecke streuen um diesen charakteristischen Wert.

Wir wollen nun iiberpriifen, ob dieser Wert 0.618 ist.

Hierzu fassen wir das Verhéltnis von Breite b zu Lénge [ als Zufallsvariable
X auf.



1.1. DIE KLASSISCHE ANALYSE EINES DATENSATZES 7

Die klassische Annahme ist, da X mit den Parametern p und o2 normalver-
teilt ist. Wir werden uns zunéchst damit beschéftigen, wie wir vorzugehen
haben, wenn diese Annahme erfiillt ist. Spéter beschéftigen wir uns mit Ver-
fahren, die ohne die Annahme der Normalverteilung auskommen.
Die Dichtefunktion einer mit den Parametern p und o normalverteilten Zu-
fallsvariablen lautet:

1 ew?

fx(x) = e 22  fir zeRN
oV2m

Der Parameter p ist der Erwartungswert und der Parameter o2 die Varianz
der normalverteilten Zufallsvariablen X.

Die folgende Graphik zeigt die Dichtefunktion einer Normalverteilung mit
den Parametern p = 0.66 und o = 0.0925.

Dichtefunktion der Normalverteilung mit m=0.66 und s=0.09:

0.4 o.6 o.8 1.0

Warum die Werte der Parameter so gewéhlt wurden, wird spéter ersichtlich
werden. Wir sehen, dafl die Dichtefunktion der Normalverteilung symme-
trisch hinsichtlich p ist.

Wenn wir unterstellen, dal die Rechtecke nach dem goldenen Schnitt gefertigt
wurden, so ist 0.618 der Wert, den wir fiir das Seitenverhéltnis erwarten.
Dieser Wert sollte also das Zentrum der Verteilung bilden.

Fiir das Zentrum der Verteilung kénnen wir unterschiedliche Maflzahlen wih-
len.

In der Regel betrachtet man den Erwartungswert £(X) oder den Median
M. Wir wihlen zunédchst den Erwartungswert.

Wir nehmen also an, dafl der Erwartungswert gleich 0.618 ist.

Wir wollen also iiberpriifen, ob der E(X) gleich 0.618 ist.

Diese Annahme bezeichnet man als statistische Hypothese.

Um diese Hypothese zu iiberpriifen, entnehmen wir der Grundgesamtheit
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aller Rechtecke n = 20 Rechtecke.

Das Seitenverhéltnis x; ist beim ersten Rechteck die Realisierung einer Zu-
fallsvariablen X, die genauso verteilt ist wie X, da wir dieses Rechteck der
Grundgesamtheit entnommen haben.

Nach dem Zug ist der Wert bekannt, vor dem Zug ist aber jeder Wert der
Grundgesamtheit moglich.

Dies gilt auch fiir die anderen Beobachtungen, wenn wir mit Zuriicklegen
ziehen, oder wenn die Grundgesamtheit so grofl ist, daf§ das Fehlen einer
oder mehrerer Beobachtungen keinen groflen Einflul auf die Verteilung der
Grundgesamtheit hat.

Man spricht in diesem Fall von einer Zufallsstichprobe.

Wir fassen die Beobachtungen z1,...,x, also als Realisationen von unab-
héngigen, identisch mit Verteilungsfunktion Fy(z) verteilten Zufallsvaria-
blen X1, ..., X, auf. Identisch verteilt bedeutet, dafl alle Zufallsvariablen die
gleiche Verteilung besitzen.

Auf der Basis der Stichprobe wollen wir die Annahme iiberpriifen. Dies ge-
schieht mit Hilfe eines statistischen Tests. Mit statistischen Tests werden
wir uns spéater detailliert beschéftigen.

Vorher schauen wir uns aber Schétzer an.

Hier wird aus der Stichprobe ein oder mehrere Werte fiir den unbekannten
Parameter gewonnen.

Im ersten Fall spricht man Punktschitzung und im zweiten von Inter-
vallschitzung.
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1.1.2 Schitzen

Es sollen also entweder ein Wert oder mehrere Werte fiir den unbekannten
Parameter angegeben werden.

Im ersten Fall spricht man von Punktschitzung, im zweiten Fall von In-
tervallschitzung.

Im folgenden gehen wir davon aus, dafl die Verteilungsfunktion Fy(z) und
die Dichtefunktion bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion fy(x) von einem oder
mehreren Parametern abhéngt, den oder die wir mit 6 bezeichnen.

Bei der Normalverteilung kann der interessierende Parameter der Erwar-
tungswert u oder die Varianz o2 sein.

Es kann aber auch der Vektor 6 = (p, 0?) sein.

Bei der Punktschétzung bestimmen wir aus den Beobachtungen zq,...,xz,
einen Wert g(z1,...,z,) , den wir Schitzwert nennen.

Die Beobachtungen xzi,...,x, sind die Realisationen der Zufallsvariablen
X1y, X

Somit ist der Schatzwert g(zq,...,z,) die Realisation der Zufallsvariablen
9(X1,..., Xp) .

Wir nennen ¢(X1,...,X,) allgemein eine Stichprobenfunktion.

Im Fall der Punktschétzung heifit g( X, ..., X, ) Schatzfunktion.

Wir schreiben R
Qn = g(Xl, e ,Xn)

Wie kann man nun eine geeignete Schéatzfunktion finden?

Ein Verfahren zur Gewinnung einer geeigneten Schétzfunktion ist die Maxi-
mum-Likelihood-Methode, die wir mit M-L-Methode abkiirzen.

Um die M-L-Methode zu motivieren, unterstellen wir, dafl die Zufallsvariable
X diskret ist.

Schauen wir uns ein ganz einfaches Beispiel an:

Eine Urne enthélt 5 Kugeln, wobei es zwei mégliche Zusammensetzungen der
Urne gibt:

Zusammensetzung I: 4 schwarze und 1 weisse Kugel
Zusammensetzung II: 2 schwarze und 3 weisse Kugeln

Die Zusammensetzung der Urne sei unbekannt.
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Um sich ein Bild von der Zusammensetzung der Urne zu machen, entnimmt
man ihr zuféllig eine Kugel.

Die gezogene Kugel sei weif3.
Fiir welche Zusammensetzung der Urne spricht dieses Ergebnis?

Bei der ersten Zusammensetzung der Urne betrdagt die Wahrscheinlichkeit
0.2, eine weifle Kugel zu ziehen.

Bei der zweiten Zusammensetzung betriagt diese Wahrscheinlichkeit 0.6.

Da es wahrscheinlicher ist, aus der zweiten Zusammensetzung eine weifle
Kugel zu ziehen, ist es also viel plausibler, dafi die Urne die zweite Zusam-
mensetzung aufweist.

Dies ist die Entscheidungsregel der Maximum-Likelihood-Methode (M-L-
Methode):

Wir entscheiden uns fiir den Zustand der Welt, bei dem die be-
obachtete Stichprobe am wahrscheinlichsten ist.

Versuchen wir nun, diese Vorgehensweise formaler darzustellen:

Sei p der Anteil der weilen Kugeln in der Urne.

Bei der ersten Zusammensetzung nimmt p den Wert 0.2, bei der zweiten
Zusammensetzung p den Wert 0.6 an.

Unsere Entscheidung iiber die Zusammensetzung der Urne beruht auf der
Farbe der gezogenen Kugel.

Wir betrachten die Zufallsvariable X: Anzahl der gezogenen weiflen Kugeln.
Die Zufallsvariable X kann die Werte 0 und 1 annehmen.

Ist die gezogene Kugel weif}, so nimmt sie den Wert 1 an, ansonsten den Wert
0.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X héngt natiirlich vom Wert von p ab.
Sie ist in der folgenden Tabelle zu finden:

pl|0.2]0.6
X
0 0.8]04
1 0.21] 0.6

Jede Spalte der Tabelle stellt die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X in
Abhéngigkeit von p dar.

Eine Zeile der Tabelle ist keine Wahrscheinlichkeitsverteilung. Sie sagt viel-
mehr aus, wie wahrscheinlich eine Beobachtung unter den verschiedenen Wer-
ten des Parameters ist.
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Die Eintragungen in einer Zeile werden als Likelihoods des Parameters ge-
geben die Beobachtung bezeichnet.

Die gesamte Zeile heifit Likelihoodfunktion.

Das Maximum-Likelihood-Prinzip besagt nun, denjenigen Wert des Parame-
ters zu wahlen, fiir den die Likelihood am grofiten ist, fiir den die Likelihood
also ihr Maximum annimmt.

Man kann das Maximum-Likelihood-Prinzip auch so beschreiben:

Wiéhle den Wert des Parameters, fiir den die Wahrscheinlichkeit
des Auftretens der Stichprobe am gréfiten ist.

Sehen wir uns an, wie die Entscheidungsregel aussieht, wenn zwei Kugeln mit
Zuriicklegen aus der Urne gezogen werden.

Sei X; die Anzahl der beim i.ten Zug gezogenen weilen Kugeln, i = 1, 2.
Wir bestimmen die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

P(Xl = le,XQ = IEQ)

Liegt die erste Zusammensetzung der Urne vor, so gilt:

P(X;=0,Xo=0) = P(X;=0)-P(Xy=0)=0.8-0.8=0.64
P(X;=0,Xo=1) = P(X;=0)-P(Xo=1)=0.8-02=0.16
PX;=1,X,=0) = P(X;=1)-P(Xy=0)=0.2-08=0.16
PX;=1,Xo=1) = P(X;=1)-P(Xo=1)=0.2-0.2=0.04
Liegt die zweite Zusammensetzung der Urne vor, so gilt:
P(X;=0,Xo=0) = P(X;=0)-P(Xo=0)=04-04=0.16
P(X;=0,Xo=1) = P(X;=0)-P(Xo=1)=04-0.6=0.24
P(X;=1,X,=0) = P(X;=1)-P(Xy=0)=0.6-04=0.24
PXi=1,Xo=1) = P(X;=1)-P(Xy=1)=0.6-0.6=0.36

Wir erhalten fiir die einzelnen Stichproben folgende Tabelle:

p| 0.2 | 0.6
(1, 22)
(0,0) 0.64 | 0.16
(0,1) 0.16 | 0.24
(1,0) 0.16 | 0.24
(1,1) 0.04 | 0.36
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Sind beide Kugeln schwarz, beobachten wir also (1, 1), so entscheiden wir uns
aufgrund des Maximum-Likelihood-Prinzips fiir die erste Zusammensetzung
der Urne. In allen anderen Féllen nehmen wir an, dafl der zweite Zustand
vorliegt.

Wir kénnen nun das Maximum-Likelihood-Verfahren fiir den diskreten Fall
allgemein formulieren:

Xq,...,X, seien unabhéngige, identisch verteilte diskrete Zufallsvariablen,
deren Verteilung von einem unbekannten Parameter # abhéingt.

Wir wollen 6 auf der Basis der Realisationen z, ..., x, schétzen.

Dann ist
P(Xl :$1,...,Xn:37n,@)

die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten der Stichprobe x4, ..., x, in Abhin-
gigkeit von 6.

Diese Wahrscheinlichkeit fassen wir bei gegebenem xq, ..., x, als Funktion
von f auf und nennen sie Likelihood L(0).

Der Maximum-Likelihood-Schétzer 6,, ist nun der Wert von 0, fiir den die
Likelihood am grofiten ist:

L(6,) = max L(6)

Aus technischen Griinden betrachtet man in der Regel den Logarithmus der
Likelihoodfunktion.
Man erhélt also die sogenannte Loglikelihoodfunktion:

1(0) =1n L(0)

Da der Logarithmus eine monotone Transformation ist, nimmt die Loglike-
lihoodfunktion ihr Maximum an der gleichen Stelle an wie die Likelihood-
funktion.

Schauen wir uns das obige Beispiel fiir den Stichprobenumfang n an. Aufler-
dem schrianken wir die moglichen Werte von p nicht von vornherein ein. Es
sind also alle Werte von p im Intervall (0, 1) moglich.

Xq,..., X, seien also unabhéngige, identisch mit Parameter p bernoulliver-
teilte Zufallsvariablen.

Es gilt also
P(X;i=x;) =p" (1 —p)" " fir z;=0,1
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Die Likelihood lautet also
L(p) = p" (1=p)'" - p™ (1—p)'™
= pmi(l—p)=n
= " (1-p)tT
Die Loglikelihood ist:
Ip)=nzlnp+n(l—2)In(l—p)
Zur Bestimmung des M-L-Schétzers bilden wir die erste Ableitung:

d nz n(l—2)
B0 = T
_ n(Z—p)

p(1—p)

Notwendige Bedingung fiir einen Extremwert ist, dafl die erste Ableitung
gleich 0 ist.

Es muf} also gelten

p(1—p)
Diese Gleichung wird erfiillt von
p=17
Wir iiberpriifen noch die hinreichenden Bedingungen.
Es gilt
d? nz n(l—2)
) lp) = —=5 - 2
p p* (1-p)
Da gilt
0<z<1
gilt
d2
2 (p) <0

und es handelt sich um ein Maximum.
Somit ist der M-L-Schétzer von p:

p=13
Dies ist gerade die relative Haufigkeit.
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Bei stetigen Zufallsvariablen ist die Likelihoodfunktion die gemeinsame Dich-
tefunktion der Zufallsvariablen Xy, ..., X,:

L) = fxi,.x, (X1, -, 20)

Wir unterstellen in der Regel, dafl die Zufallsvariablen X7, ..., X,, unabhén-
gig sind.

In diesem Fall ist die gemeinsame Dichtefunktion das Produkt der einzelnen
Dichtefunktionen und die Likelihoodfunktion lautet:

L(0) = ﬁlfxi (1:,6)

und fiir [(9) gilt
=> Infy (z;,0)
i=1

Unterstellen wir Normalverteilung, so ist die Loglikelihoodfunktion von p bei
festem o2 gegeben durch

1 n
l(p) =—nlnv2m— g Ino? — 552 Z

Notwendige Bedingung fiir einen Extremwert in /i ist, daf die erste Ableitung
an der Stelle i gleich 0 ist.
Die erste Ableitung ist gegeben durch

d 1 &
[ = — P —
3 =
no
= o2 (T —p)
Fiir 41 muf3 also gelten
no, _ A
S @—)=0
Hieraus folgt
_ 12
p=X=- Z X;
=
Die zweite Ableitung lautet
d> n
=) = ——=
a0 (1) =~
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Da o2 groBer als 0 ist, gilt

Der Mittelwert X ist also der M-L-Schétzer von p bei Normalverteilung.

Wir wollen nun den Mittelwert der Schoschonen-Daten mit S-PLUS bestim-
men.

Wir geben zunéchst die Daten ein.

Dies geschieht folgendermafien:

Wir definieren eine Variable shosho, indem wir ihr die Werte in Form eines
Vektors zuweisen.

Die Zuweisung geschieht durch <- (das Kleinerzeichen und das Minuszei-
chen).

Die Funktion c erstellt aus einer Folge von Werten, die durch Komma ge-
trennt sind, einen Vektor.

Die Werte sind die Argumente der Funktion c.

Argumente einer Funktion stehen in runden Klammern hinter dem Funkti-
onsnamen und sind durch Kommata voneinander getrennt.

Wir geben also ein:

shosho<-c(0.693,0.662,0.690,0.606,0.570,0.749,0.672,
0.628,0.609,0.844,0.654,0.615,0.668,0.601,
0.576,0.670,0.606,0.611,0.553,0.933)

Die Daten kann man sich anschauen, indem man den Namen des Vektors
eingibt:

shosho

[1] 0.693 0.662 0.690 0.606 0.570 0.749 0.672 0.628
0.609 0.844 0.654 0.615 0.668 0.601 0.576 0.670
0.606 0.611 0.553 0.933

Auf die erste Komponente kann man zugreifen durch:

shosho [1]
[1] 0.693

Entsprechend erhalten wir die anderen Komponenten.
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Wir hatten am Anfang des Kapitels einen Uberblick iiber den Datensatz
shosho dadurch gewonnen, dafl wir die Daten sortiert hatten.

Hierzu gibt es in S-PLUS die Funktion sort.

Der Aufruf

sort (shosho)

[1] 0.553 0.570 0.576 0.601 0.606 0.606
0.609 0.611 0.615 0.628 0.654

[12] 0.662 0.668 0.670 0.672 0.690 0.693
0.749 0.844 0.933

liefert das gewiinschte Ergebnis.
Das Maximum der Daten erhalten wir mit der Funktionen max

max (shosho)
[1] 0.933

und das Minimum mit der Funktion min

min(shosho)
[1] 0.553.

Um den Mittelwert zu bestimmen, benutzen wir die Funktion mean.

Das Argument von mean ist der Vektor der Daten, deren Mittelwert bestimmt
werden soll.

mean (shosho)
[1] 0.6605

Das Ergebnis ist 0.6605.

Wir wollen nun noch die M-L-Schitzung des Parametervektors 0 = (i, 0?)
bei Normalverteilung herleiten.

Die Loglikelihood lautet
2 n 2 1 & 2
l(p,0°) =-nlnvV2r— -~ Ino”* — — > (z; — p)
2 202
Die notwendigen Bedingungen fiir einen Extremwert lauten:
0 9 no _
@Z(M»U )ZE(ZE—M)ZO

und

0 9 n
oz o) =55t
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Aus der ersten Gleichung folgt

Setzt man diesen Ausdruck in die zweite Gleichung ein und 16st diese nach
o? auf, so erhilt man:
1 n
o2==> (z; — T)°
=
Man nennt dies auch die mittlere quadratische Abweichung.
Diese erhalten wir folgendermafien in S-PLUS:

mean ( (shosho-mean(shosho)) ~2)
[1] 0.00813035

Dabei wird zunéichst der Befehl shosho-mean (shosho) ausgefiihrt. Von jeder
Komponente des Vektors shosho wird der Mittelwert subtrahiert.

Man erhéilt also den zentrierten Vektor:

shosho-mean (shosho)

[1] 0.0325 0.0015 0.0295 -0.0545
-0.0905 0.0885 0.0115 -0.0325
-0.0515 0.1835 -0.0065 -0.0455

0.0075 -0.0595 -0.0845
[16] 0.0095 -0.0545 -0.0495 -0.1075 0.2725

Dann wird jede Komponente dieses Vektors quadriert:

(shosho-mean (shosho)) "2
[1] 0.00105625 0.00000225 0.00087025 0.00297025
0.00819025 0.00783225 0.00013225 0.00105625
0.00265225 0.03367225 0.00004225
[12] 0.00207025 0.00005625 0.00354025 0.00714025
0.00009025 0.00297025 0.00245025 0.01155625 0.07425625

Anschliefend wird der Mittelwert dieses Vektors bestimmt:

mean ((shosho-mean(shosho)) ~2)
[1] 0.00813035
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Wie gut ist eigentlich eine Schétzfunktion?

Um diese Frage beantworten zu kénnen, mufl man sich erst einmal {iber die
Verteilung der Schitzfunktion Gedanken machen.

Hierzu schauen wir uns ein einfaches Beispiel an.
Eine Urne enthélt 10 Kugeln, von denen fiinf 10 g und fiinf 20 g wiegen.
Von Interesse ist das Durchschnittsgewicht der Kugeln in der Urne.

Da wir den Inhalt der Urne kennen, kénnen wir den Wert des Durchschnitts-
gewichts 6 problemlos bestimmen. Der Wert von 6 ist 15.

Nun wollen wir aber davon ausgehen, daff der Wert von 6 unbekannt ist, und
wir nur eine Zufallsstichprobe vom Umfang n=2 ziehen koénnen.

Wir ziehen also 2 Kugeln mit Zuriicklegen aus der Urne.

Sei X; das Gewicht der ersten gezogenen Kugel und X, das Gewicht der
zweiten gezogenen Kugel.

Dann gilt
P(X;=10) = 05
P(X;=20) = 05
P(Xy;=10) = 0.5
P(X;=20) = 05

Wir kénnen folgende Stichproben beobachten:

(10,10)
(10,20)
(20,10)
(20,20)

Wihlen wir X als Schitzer fiir j, so sind folgende Werte fiir X moglich:
10 15 20.
Es gilt:

P(X =10) = P(X;=10,X,=10)=0.25
P(X =15) = P(X;=10,X,=20)+ P(X; =20,X,=10) =05
P(X =20) = P(X;=20,X,=20) =025
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Wir kénnen die Wahrscheinlichkeitsfunktion in S-PLUS problemlos graphisch
darstellen.
Wir erzeugen einen Vektor x mit den Positionen

x<-c(10,15,20)
und einen Vektor h mit den Wahrscheinlichkeiten:
h<-¢c(0.25,0.5,0.25)

Die Graphik erzeugt man mit Hilfe der Funktion barplot durch folgenden
Aufruf:

barplot(h, names=as.character(x),
main="Verteilung von xquer fuer n=2")

Verteilung von xquer fuer n=2

Das Argument names enthélt die Namen der Positionen der Rechtecke. Es
muf} sich um einen Vektor handeln, dessen Elemente Zeichenketten sind.
Einen Vektor, der eine Zeichenkette enthilt, erzeugt man durch Zuweisung,
z.B.:

st<-"Bielefeld"
Wir hétten also eingeben konnen:
XSt<—C(" 1on s n 15|| s ||20||)

Zahlenvektoren kann man aber auch mit Hilfe der Funktion as.character
in Zeichenkettenvektoren verwandeln, wie dies beim Aufruf von barplot ge-
schieht.

Das Argument main versieht die Graphik mit einer Uberschrift, die als Zei-
chenkette iibergeben wird.
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Die Graphik ist nicht sehr schon, da die Rechtecke sehr breit sind.
Der Parameter space gibt die Breite des Zwischenraums zwischen den Recht-

ecken in Abhéngigkeit der Breite der Rechtecke an. Er ist standardméfig auf
0.2 gesetzt. Wir erhchen ihn auf 50 und erhalten folgendes Bild:

barplot(h,names=as.character(c(10,15,20)),space=50,
main="Verteilung von xquer fuer n=2")

Verteilung von xquer fuer n=2

Die Verteilung von X liegt um den wahren Wert 15 des Parameters 6.
Es gilt sogar:

E(X)=10-025+15-0.5420-0.25 =15

Der Erwartungswert von X ist im Beispiel 6.
Dies ist kein Zufall:

Sind namlich X, X5, ..., X, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsva-
riablen mit E(X;) =p firi=1,...,n.

Dann gilt
E (ZX1> =Y E(Xi)=npu
=1 =1
Fiir
_ 127
gilt
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Dies sieht man folgendermaflen:

E(X) = E(%iX)

Man sagt auch, daB X eine erwartungstreue Schétzfunktion fiir p ist.

Definition 1.1.1 FEine Schitzfunktion 0., heifst erwartungstreu fir den Pa-
rameter 0, wenn fiir alle 0 gilt:

Die Schatzfunktion
72—

ist nicht erwartungstreu fiir o2.

Dies sieht man folgendermafen:

Wegen
Var(X;) = B(X}) — B(X;)?
gilt
E(X})=Var(X;)+ E(X;)> =0” + i*
Wegen B B B
Var(X) = B(X?) — E(X)?
gilt

E(X?) =Var(X)+ E(X)?* = 22 + i
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Also folgt

S

(ix —2X i:X +nX )
;

S

Somit folgt
B(#) = 3 (LE()-nr ()

1 (no® +nu? n(a2 + 1?))
S no (2
n H n T H

1
= ﬁ(no2+n,u2—a2—n,u2)

n—1
n

Die mittlere quadratische Abweichung ist also nicht erwartungstreu fiir .

Es gilt aber
E( n 3\2):02
n—1

Also ist

erwartungstreu fiir o2.
Man nennt S? auch die Stichprobenvarianz.

In S-PLUS kénnen wir die Stichprobenvarianz mit Hilfe der Funktion var
bestimmen

var (shosho)
[1] 0.008558263
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Fiir die Schatzungsfunktion o2 gilt:

lim E(ﬁ) — lim

n—o0o

= 0

Definition 1.1.2 Fine Schatzfunktion 0, heifit asymptotisch erwartungstreu
fiir den Parameter 0, wenn fiir alle Werte von 6 gilt:

lim E(0,) = 6.

n—oo

Offensichtlich ist jede erwartungstreue Schéitzfunktion auch asymptotisch er-
wartungstreu.

Die mittlere quadratische Abweichung zeigt, daB die Umkehrung nicht not-
wendigerweise gilt.

Die Erwartungstreue einer Schétzfunktion stellt sicher, dafl das Zentrum der
Verteilung der Schéitzfunktion am wahren Wert des Parameters liegt. Bei
einer asymptotisch erwartungstreuen Schéatzfunktion gilt dies zumindest fiir
grofle Stichprobenumfinge.

Da eine Schétzfunktion eine Zufallsvariable ist, kann fiir eine konkrete Stich-
probe der Wert der Schétzfunktion weit weg vom wahren Wert des Parame-
ters liegen. Dies sieht man sehr schén am obigen Beispiel.

Fiir n=2 kann X die Werte 10, 15 und 20 annehmen. In der Hilfte der
Stichproben beobachtet man den wahren Wert 15, in den anderen Féllen
entweder den Wert 10 oder den Wert 20.

Im Einzelfall kann man also mit der Schatzfunktion weit vom wahren Wert
des Parameters entfernt sein.

Betrachten wir folgende Wahrscheinlichkeit:
P(13 < X < 17)
Fiir n = 2 gilt: B )
P(13< X <17)=P(X =15)=0.5
Fiir n=3 kann man die Verteilung von X noch einfach herleiten:
P(X’ =10) = 0.125
P(X =1333) = 0.375
P(X =16.67) = 0.375
P(X =20) = 0.125
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Also gilt: )
P(13< X <17)=0.75

Im Beispiel wird diese Wahrscheinlichkeit mit wachsendem Stichprobenum-
fang immer grofer.

Mit wachsendem Stichprobenumfang n wird es immer miihseliger, die Ver-
teilung von X herzuleiten.

Wir kénnen aber mit Hilfe einer Simulation die Verteilung von X schétzen.
Hierzu erzeugen wir sehr viele Stichproben vom Umfang n aus der Ver-
teilung der Grundgesamtheit. Fiir jede dieser Stichproben bestimmen wir
den Wert der Schétzfunktion und schétzen die theoretische Verteilung der
Schétzfunktion durch ihre empirische Verteilung.

Die Stichproben ziehen wir mit Hilfe eines Zufallszahlengenerators.

Von diesen sind sehr viele in S-PLUS implementiert. Wir benotigen fiir unser
Ziel aber nur einen, der auf (0, 1) gleichverteilte Zufallszahlen erzeugt.

Der Zufallszahlengenerator fiir auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariablen heift
in S-PLUS runif und hat als Argument die gewiinschte Anzahl an Zufalls-
zahlen.

Der Aufruf runif (1) erzeugt also eine auf (0, 1) gleichverteilte Zufallszahl.
Die Dichtefunktion einer auf (0, 1) gleichverteilten Zufallsvariablen U ist ge-
geben durch:

fo(u) =

1 fir O<ux<l1
0 sonst

Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Teilintervall von (0,1) der Lange p betrigt
somit p.

Mit Hilfe von gleichverteilten Zufallszahlen kann man Zufallszahlen aus jeder
anderen Verteilung bestimmen.

Wir wollen das hier nicht vertiefen, aber fiir unser einfaches Beispiel zeigen.
Sei X; das Gewicht der ersten gezogenen Kugel.

Dann gilt

P(X;=10) = 0.5
P(X,=20) = 0.5

Wir kénnen diesen einmaligen Zug dadurch simulieren, dafl wir eine auf (0, 1)
gleichverteilte Zufallszahl u ziehen und uns folgendermafien entscheiden:
Ist u < 0.5, so wiegt die gezogene Kugel 10 g, ansonsten wiegt sie 20 g.
Es gilt:
P(X;=10)=P(U <0.5) =0.5
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Dies kénnen wir in S-PLUS folgendermaflen realisieren:

u<-runif (1)
u
[1] 0.05707

if (u<0.5)
x<-10
else
x<-20

X
[1] 10

Einen Vektor v, der die Werte einer Stichprobe vom Umfang n=2 enthélt,
erhalten wir mit Hilfe einer Iteration.

Zunéchst erzeugen wir einen Vektor vder Lange 2, der zwei Nullen enthélt.
Hierzu verwenden wir die Funktion rep.
Der Aufruf rep(z,k) erzeugt einen Vektor der Lange k aus dem Symbol z.

v<-rep(0,2)
v
[11 0 0

Dann weisen wir in einer Schleife den Komponenten dieses Vektors Zufalls-
zahlen aus der Verteilung zu:

for (i in 1:2)
{u<-runif (1)

if (u<0.5)
v[il<-10
else
v[il<-20%}
v
[1] 10 20

Nun haben wir eine Stichprobe erzeugt.

Um die Verteilung der Schétzfunktion zu schétzen, benttigen wir B Stich-
proben vom Umfang n = 2.
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Fiir jede bestimmen wir den Mittelwert und weisen diesem der Komponente
eines Vektors zu:

e<-rep(0,10000)

for (j in 1:10000)
{x<-rep(0,2)
for (i in 1:2)
{u<-runif (1)
if (u<0.5)
x[i]<-10
else
x[i1<-20%}
e[jl<-mean(x)}

Den Vektor der absoluten Haufigkeiten erhalten wir mit Hilfe der Funktion
table:

h<-table(e)

h
10 15 20
2488 4942 2570

Das Ergebnis von table ist ein Vektor h der Lange drei, der die Zahlen 2488,
4942 und 2570 enthélt.
Die erwarteten Héufigkeiten sind 2500, 5000 und 2500.

Die Zahlen 10, 15 und 20 sind Namen fiir die einzelnen Komponenten dieses
Vektors h.

Auf diese Namen kénnen wir mit der Funktion dimnames zugreifen:

dimnames (h)
[1] "10" ||15n ||20||

Mit der angegebenen Befehlsfolge kénnen wir ohne Probleme gréfiere Stich-
probenumfinge simulieren.

Wir miissen die 2 durch den héheren Stichprobenumfang ersetzen.

Bevor wir dies aber tun, wollen wir die Befehlsfolge modifizieren.

Sie ist nicht falsch, aber nicht sehr geeignet fiir S-PLUS.

Sie enthélt ndmlich sehr viele Iterationen. Da S-PLUS eine interpretierende
Sprache ist, fithren Iterationen dazu, dafl die Ausfithrung der Befehlsfolge
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sehr langwierig ist, da jeder Befehl immer wieder neu iibersetzt werden muf,
bevor er ausgefiihrt wird.

Man sollte also Iterationen vermeiden, wenn es geht.

Die innere Schleife konnen wir folgendermafBien umgehen (im folgenden ist
n=2):

Wir erzeugen einen Vektor u der Lange n mit gleichverteilten Zufallszahlen:

u<-runif (2)

u
[1] 0.08879615 0.51526512

Dann bestimmen wir, welche der Komponenten gré fer als 0.5 sind:

u>0.5
[11] F T

Das Ergebnis ist ein logischer Vektor, der ein T (true) enthilt, wenn die
Komponente kleiner als 0.5 ist, ansonsten ein F (false).

Diese Wahrheitswerte konnen wir mit Hilfe der Funktion as.numeric in Zah-
len umwandeln, wobei T gleich 1 und F gleich 0 wird.

as.numeric(u>0.5)
[1] 0 1

Nun addieren wir zu diesen Zahlen die 1 und indizieren mit dem Ergebnis
den Vektor w, der aus den Zahlen 10 und 20 besteht:

1+as.numeric (u>0.5)
[1] 1 2

w<-c(10,20)

wll+as.numeric(u>0.5)]
[1] 10 20

Wir koénnen noch auf die Funktion as.numeric verzichten, da T und F bei
einer numerischen Operation automatisch in 1 und 0 umgewandelt werden.

w1+ (u<0.5)]
[1] 10 20
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Wir erhalten also folgende Befehlsfolge fiir die Simulation:

e<-rep(0,10000)
w<-c(10,20)

for (j in 1:10000)
e[jl<-mean(w[1+(runif(2)>0.5)])

Wir fithren die Simulation nun noch fiir n=5, n=10, n=20 und n=30 durch.
Da wir nicht immer die gleiche Befehlsfolge eingeben wollen, schreiben wir
uns eine kleine Funktion simbsp1.

Diese Funktion wird zwei Argumente haben:

e den Stichprobenumfang n (bisher n=2)

e die Anzahl der Simulationsldufe B (bisher B=10000)
Die Funktion wird dann definiert durch folgende Befehlsfolge:

simbspl<-function(n,b)

{ e<-rep(0,b)
w<-c(10,20)
for (j in 1:b)
e[jl<-mean(w[1+(runif(n)>0.5)])
e

}
Wir simulieren nun den Fall n=>5:
e<-simbsp1(5,10000)
Wir bestimmen die absoluten Haufigkeiten mit Hilfe von table:

h<-table(e)

h
10 12 14 16 18 20
320 1623 3107 3086 1543 321
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Wir bestimmen die relativen Haufigkeiten:

h<-h/sum(h)

h
10 12 14 16 18 20
0.032 0.1623 0.3107 0.3086 0.1543 0.0321

Wir zeichnen die geschéatzte Wahrscheinlichkeitsfunktion:

barplot (h,names=dimnames (h) ,space=50)

29
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Nun simulieren wir noch die Félle n=10, n=20, n=50 und n=100 und erstellen
die Graphiken.

Verteilung von xquer fuer Nn=10 Verteilung von xquer fuer n=20

0.25 A

0.20 +

0.15

0.10 -

0.05 -
0.05 -

oo - | I 0.0 A

20 4

| ‘ ‘ ‘ |
o~ = © oo
= 3 = =

10
12
14
16 A
18
20
10

Verteilung von xquer fuer n=50 Verteilung von xquer fuer Nn=100

0.10 -

0.06 o
0.08
0.06 — 0.04
0.04
0.02
0.02 ‘ ‘
0.0 4 \“‘ “M‘ 0.0 4 ”\\H‘
: : : : :

T T
- ©
= =

= ©
= =

10 4
12
18
20
10
12
18
20 -

Wie wir sehen, konzentriert sich die Verteilung von X mit wachsendem Stich-
probenumfang immer stdrker um den wahren Wert des Parameters. Dies hat
zur Folge, dal Beobachtungen, die nicht in der Nahe des wahren Wertes des
Parameters liegen, selten auftreten.

Ein beobachteter Wert von X wird also ziemlich sicher in der Nihe des
wahren Wertes des Parameters liegen, wenn der Stichprobenumfang nur grof3
genug ist.

Diese Eigenschaft einer Schitzfunktion kann man folgendermaflen formalisie-
ren:

Definition 1.1.3 Eine Schdtzfunktion 0, heifst schwach konsistent fiir
den Parameter 6, wenn fir jedes € > 0 gilt:

lim P (|0, — 0] <€) =1

n—oo
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Der Nachweis der schwachen Konsistenz ist nicht sehr einfach.
Eine andere Art der Konsistenz ist in der Regel aber leicht nachzuweisen.
Hierzu bendétigen wir den mittleren quadratischen Fehler.

Definition 1.1.4 Der mittlere quadratische Fehler einer Schitzfunktion
0,, beziiglich des Parameters 0 ist definiert durch

MSE(6,,0) = E [(én _ 9)2]
Mit Hilfe des mittleren quadratischen Fehlers erhalten wir folgende Definition
der Konsistenz:

Definition 1.1.5 FEine Schdatzfunktion 6, heifst eine tm quadratischen Mit-
tel konsistente Schdtzfunktion fir den Parameter 6, wenn gilt:

lim MSE(6,,0) =0

n—od

Die Konsistenz im quadratischen Mittel kann man sehr schén interpretieren,
wenn man den MSE folgendermafien umformt:

MSE(0,,0) = Var(B,) + | (E@,) - )|
Hierzu benétigen wir folgende Aussage

Satz 1.1.1 Sei W eine Zufallsvariable und a ein Skalar.
Dann gilt

E[(W = a)’] = Var(W) + (E(W) — a)®
Beweis:

E[(W-a)’] = E[(W-EW)+EW)-a)|
= E[(W = EW))’+ (E(W) - a)* +
+2(W = E(W) (E(W) - a)]
= E|[W—-EW)|+E[(EW)-a)’] +
+2E[(W — E(W) (E(W) — a)]

= Var(W)+ [(EW) - a)’] +
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Mit R
W =24,
und
a=2~0
gilt

MSE(6y,0) = Var(6,) + [(E(én) - 9)2}
Der MSE ist also die Summe aus folgenden nichtnegativen Groflen:

e der Varianz

Var (én)
der Schatzfunktion

e dem quadrierten Bias
bias(6,,0) = E(6,) — 0
der Schatzfunktion.

Bei einer im quadratischen Mittel konsistenten Schétzfunktion verschwindet
also mit wachsendem n die Varianz und der Bias.

Die Verteilung von #,, konzentriert sich also mit wachsendem n immer mehr
um 6.

Fiir X gilt:
E(X) = pu
2
_ o
Var(X) = —
ar(X) "

Die letzte Eigenschaft kann man folgendermaflen zeigen:
Sind die Zufallsvariablen X, ..., X, unabhéngig, so gilt:

Var (fj Xi> = i: Var(X;)

=1
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Somit gilt

Var(X) = Var (%Zn:XZ>

1 n

= ﬁVar (2:1)(1)
1 2

= Ena

0_2

n

Also ist X eine im quadratischen Mittel konsistente Schiitzfunktion fiir E(X).

Man kann zeigen, daf eine im quadratischen Mittel konsistente Schétzfunk-
tion auch schwach konsistent ist.

Hierzu bendétigt man die Ungleichung von Markov.

Satz 1.1.2 Se: Y eine nichtnegative Zufallsvariable und a eine positive reelle
Zahl.

Dann gilt
EY)
a

P(Y >a) <

Beweis:
Wir zeigen den stetigen Fall

EY) = /Oooyfy(y)dy
_ /anfy(y)dy-k/aoony(y)dy
> /aooyfy(y)dy

> a/aoo fy(y)dy
> aP(Y >a)

Sei nun 6, eine im quadratischen Mittel konsistente Schétzfunktion des Pa-
rameters 6.
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Wir setzen
und

Dann gilt aufgrund von Satz 1.1.2:

P((6, — 9)2 > %) <

€
und somit
P, 0] > ) < M5E00
Also gilt: A
P(|én_9|<€)21_w

Da 6, eine im quadratischen Mittel konsistente Schéatzfunktion des Parame-
ters 0 ist, gilt
lim MSE(0,,0) =0

n—oo

und somit folgt:

X MSE(#
lim (|6, — 0] < ) > 1— lim L9En0)

n—oo n—oo €

Da ein Wahrscheinlichkeitsmafl kleiner gleich 1 ist, folgt

lim P(|0, —0] <¢) =1

n—oo
Eine im quadratischen Mittel konsistente Schétzfunktion ist also auch kon-
sistent.
Das arithmetische Mittel X besitzt bei Normalverteilung aber noch folgende
Eigenschaft als Schétzer von u:
Unter allen erwartungstreuen Schitzfunktionen von y ist X die Schitzfunk-
tion mit der kleinsten Varianz.
Man sagt auch, daf X eine effiziente Schiitzfunktion von u bei Normalver-
teilung ist.
Bevor wir zeigen, warum dies der Fall ist, wollen wir mit Hilfe einer kleinen
Simulationsstudie demonstrieren, dal bei Normalverteilung X eine kleinere
Varianz hat als der Median M.
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Der Median M ist fiir eine Stichprobe X1, ..., X,, folgendermaflen definiert:
X (0.5 (n+1)) falls n ungerade ist
M =
0.5 (X0.5n) + X(0.5n+1)) falls n gerade ist

Dabei ist X(y),..., X(,) die geordnete Stichprobe.

Man kann zeigen, dal der Median eine erwartungstreue Schitzfunktion fiir
i bei Normalverteilung ist.

Die Varianz des Medians ist nicht leicht zu bestimmen. Wir helfen uns mit
einer Simulationsstudie.

Wir wéhlen den Stichprobenumfang n=20 und ziehen b=10000 Stichproben
vom Umfang n=20 aus einer Standardnormalverteilung.

Hierzu verwenden wir die Funktion rnorm, deren Argument die Anzahl der
standardnormalverteilten Zufallsvariablen ist.

Der Aufruf
rnorm(20)

liefert also 20 standardnormalverteilte Zufallszahlen.
Fiir jede dieser Stichproben bestimmen wir den Mittelwert und den Median.

mi<-rep(0,100000)
me<-rep(0,100000)

for (i in 1:10000)
{x<-rnorm(20)
mi[i]<-mean(x)
me[i]<-median(x)}

Schliefllich bestimmen wir die Varianz der Mittelwerte

var (mi)
[1] 0.004976833

und die Varianz der Mediane.

var (me)
[1] 0.007357627
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Es gilt

var (me) /var(mi)
[1] 1.478375

Wir fithren nun die Simulation fiir n=50 durch und erhalten folgendes Er-
gebnis:

var (me) /var (mi)
[1] 1.546751

Asymptotisch gilt bei Normalverteilung:

Var(M) =«
MRS
Var(X) 2 o

Das arithmetische Mittel ist bei Normalverteilung aber nicht nur effizienter
als der Median. Es ist unter allen erwartungstreuen Schéatzfunktionen des
Erwartungswerts am effizientesten.

Dies gilt aufgrund der Ungleichung von Rao-Cramer:

Satz 1.1.3 Seien Xi,..., X, unabhingige, mit Dichtefunktion bzw. Wahr-
scheinlichkeitsfunktion fy(x) identisch verteilte Zufallsvariablen und 0,, eine
erwartungstreue Schdatzfunktion fiir den Parameter 6.

Dann gilt
1
1(6)
Dabei heifst 1(0) die Fisher-Information und ist folgendermafen definiert:

(%w)ﬂ
Beweis:

Siehe Garthwaite, Jolliffe, Jones, S.12-13

Var(én) >

1(0)=E

Je grofer die Fisher-Information ist, um so kleiner ist die Varianz der Schétz-
funktion.
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Nun kénnen wir zeigen, dafl X eine effiziente Schiitzfunktion von u bei Nor-
malverteilung ist.

Aus

1 n
I(n)=-nlnv2r — g Ino? — 352 Z

folgt

@Z(M) = UQZ

i=1

Somit gilt

Also gilt fiir jede erwartungstreue Schitzfunktion ji von p bei Normalvertei-
lung:

2
g
e
Var(p) > Z

Fiir X gilt
2

Var(X) = %

Also nimmt die Varianz von X die untere Schranke an.

Da X erwartungstreu fiir u ist, ist X also eine effiziente Schitzfunktion fiir
it bei Normalverteilung.
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Dies hdtte man auch anders zeigen kénnen:

Satz 1.1.4 Die Varianz Var(én) einer erwartungstreuen Schitzfunktion, 0,
des Parameters 0 nimmt genau dann die untere Schranke von Rao-Cramer
an, wenn gilt

o .
=51(6) = 1(9) (6.~ 6)

Beweis
Garthwaite, Jolliffe, Jones, S.14

Bei Normalverteilung gilt

sul) = Z@-n
= I(p)(z —p)

Wir betrachten nun noch ein weiteres Beispiel.

Beispiel 1.1.1 Die Zufallsvariablen X1, ..., X, seien unabhdingig und iden-
tisch poissonverteilt mit Parameter \. Es gilt also

AT
fx (@) = ! €
Also gilt
I(A)=InA> z;—> Inz! —nA
i=1 i=1
und es folgt

1 n
Bl - - o
o (A) )\;x, n

= $@E-N
Also ist X der M-L-Schitzer von X bei Poissonverteilunyg.
Wegen
EX)=Var(X)=\
qilt
BE(X) = A
. A
Var(X) = —
ar(X) "
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Also ist X eine erwartungstreue und konsistente Schitzfunktion von \.

Die Fisher-Information ist:

()

Also gilt fir jede erwartungstreue Schétzfunktion A von A:

Also ist X auch effizient fiir .

Var(\) > A

n

Dies hdtte man auch an der Faktorisierung der Likelthood erkennen kénnen.
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Wir betrachten nun noch ein Beispiel, das zeigt, warum es gerechtfertigt ist,
eine Wahrscheinlichkeit mit Hilfe einer Simulation zu schétzen.

Beispiel 1.1.2 Sei p die Wahrscheinlichkeit eines interessierenden FEreig-
nisses.

Ein Beispuel ist das zweimalige Ziehen mit Zuriicklegen aus einer Urne, die
10 Kugeln enthdlt, von denen finf 10 g und finf 20 g wiegen.
Wir wissen

P(X =10) = P(X;=10,X,=10)
= P(X; =10) P(X, = 10)
— 05-05
— 025

Nun wollen wir diese Wahrscheinlichkeit mit Hilfe einer Simulation schdtzen.

Hierzu erzeugen wir n-mal Zufallsstichproben vom Umfang 2 aus der Urne
und betrachten folgende Zufallsvariablen:

1 wenn X =10
Ui —
0 sonst

Es gilt B
P(U; =1) = P(X = 10) = p

Als Schdtzfunktion fir p wdhlen wir

Es gilt
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und

Var(p) = Var F ZN:U]

p(1—p)

Also ist p eine erwartungstreue und konsistente Schdtzfunktion fir p.
Sie ist sogar varianzminimal, denn es gilt:

0 n _
a*pl(p) = m(U—p)

Kehren wir nun noch einmal zur M-L-Methode zuriick.
Wir betrachten nun die Exponentialverteilung mit Dichtefunktion

e ™ fiirxz >0

0 sonst

fx(z) :{

Es soll des M-L-Schatzer des Parameters A bestimmt werden.
Die Log-Likehood lautet:

IA) = nlnA=X) X,

i=1
= nlnA—Anz

Die erste Ableitung ist:

d n _
Also ist der M-L-Schéatzer von A gegeben durch

: 1
)\Min

41
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Schauen wir uns die Verteilung von % bei Exponentialverteilung einmal an.
Hierzu simulieren wir.

Wir benétigen eine Funktion zur Erzeugungvon Zufallszahlen, die mit dem
Parameter A exponentialverteilt sind.

Diese heifit in S-PLUS rexp und hat als Argumente die gewiinschte Anzahl
n von Zufallszahlen und den Wert des Parameters A .

Der Aufruf

rexp(5,1)
[1] 1.23626751 2.64235588 2.32868982 2.72578837 0.09081808

liefert als 5 Zufallszahlen aus einer Exponentialverteilung mit Parameter A\ =
1.

Wir schauen uns die Verteilung von % bei Exponentialverteilung mit A = 1
und n = 5 an.

Die folgende Befehlsfolge leistet dies fiir 10000 Wiederholungen.

ml<-rep(0,10000) for (i in 1:10000)
{x<-rexp(5,1)
ml [i]<-1/mean(x)

}

Der Mittelwert von ml liegt betréchtlich {iber 1, so dal der Schétzer verzerrt
zu sein scheint:

mean (ml)
[1] 1.257384

1
Das Histogramm deutet darauf hin, daf§ die Verteilung von < schief zu sein

scheint.

Verteilung von 1/xquer n=5
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Die nachfolgenden Bilder zeigen die Histogramme fiir n = 10, n = 50, n =

100 und n = 200:

Verteilung von 1/xquer n=10 Verteilung von 1/xquer Nn=50
1.2 2.5 -
1.0 2.0 +
0.8 -
1.5 o
0.6
1.0 H
0.4 -
o] I Ll I
ool | . R .
— o~ ™ ~ «© ) = o~ s © s}
s 8 S S5 3 S 3
mi10 mISOo
Verteilung von 1/xquer n=100 Verteilung von 1/xquer n=200
5 -
3
a
3
>
>
1 4
I N I I
o J -I I-_ o J — .
s = o~ = s = = — o~ @
=] = = S =] = = = = k]
mli100 mIi200

Wie die Bilder zeigen, konzentriert sich die Verteilung von + mit wachsendem

X
Stichprobenumfang n immer stdrker um den Wert 1.

Dies zeigt auch die Folge der Mittelwerte von ml in der nachstehenden Ta-

belle:

n  Mittelwert von ml

10 1.110658
50 1.020347
100 1.012495
200 1.004606

Man kann zeigen, dafl bei Exponentialverteilung mit Parameter \ gilt
1 n
E — | =
[X ] n—1 A
(Siehe dazu Mood, Graybill,Boes(1974), S.328)

1
Somit ist < eine asymptotisch erwartungstreue Schatzfunktion von A.
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1
Auflerdem sieht die Verteilung von < mit wachsendem n immer symmetri-

scher und normalverteilter aus.

In das Histogramm fiir n=200 ist die Dichtefunktion der Normalverteilung
mit den Parametern mean(ml) und sqrt(var(ml)) eingezeichnet.

Verteilung von 1/xquer n=200

Man kann zeigen, dafl unter bestimmten Regularitdtsbedingungen der M-L-
Schitzer 6,7, des Parameters 6 asymptotisch, d.h. fiir grofles n, normalverteilt
ist mit den Parametern y = 6 und o? = I(6)"!, wobei () die Fisher-
Information ist.

Die asymptotische Varianz ist also gerade die Inverse der Fisher-Information.
Unter den Regularitéitsbedingungen gilt

0) = —E [8‘9—; 1(9)]

Man kann zeigen, dal bei der Exponentialverteilung die Regularitétsbedin-
gungen erfiillt sind.

Nun gilt
0? n
!N ="3
Also gilt
n
Somit gilt fiir die Varianz des M-L-Schétzers approximativ:
. 22
VCM“()\ ML) = —
n

Bei n=100 erwarten wir 0.01.
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Wir simulieren und erhalten:

ml<-rep(0,10000)

for (i in 1:10000)
{x<-rexp(100,1)
ml[i]<-1/mean(x)
}

var (ml)
[1] 0.01077577

Nicht immer erhilt man den Maximum-Likelihood-Schatzer durch differen-
zieren:

Wir betrachten die Gleichverteilung auf [0, b] mit Dichtefunktion

fx(z) = {

und Verteilungsfunktion

O =

0
Fy(z) = % fir 0<z<b
1

fir >0

Gesucht ist der M-L-Schétzer von b aus einer Zufallsstichprobe vom Umfang
n

Die Likelihoodfunktion lautet
L falls all <b
— fallsalle z; <
L(b) =3 bn
0  sonst
Das Maximum wird hier am Rand angenommen und zwar gilt
by = maz{Xy,..., X,}

Schauen wir uns diesen Schétzer noch genauer an.
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Fiir die Verteilungsfunktion von barr gilt:
F, (b) = P(byr <b)
= P(mazx{Xy,...,X,} <)

= Plalle X; <)

= F X(b)n
Somit gilt
0 fir <0
F;;ML(37): g;—n fir 0<2<b
1 fir >0
Die Dichtefunktion lautet
na™ !
fir 0<z<b
0 sonst

Der M-L-Schétzer ist nicht erwartungstreu.
Es gilt:

n xnfl

R b
E(byr) = /0 o da

b
= bﬁn/oﬁndx

n bn+1

b_"n—i-l

"y
n+1

Wie wir sehen, ist der M-L-Schétzer nicht erwartungstreu, aber asymptotisch
erwartungstreu.

Um die Konsistenz zu iiberpriifen, benétigen wir die Varianz.
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Es gilt:
R b n—1
Eb3,;) = / 20y
0 b
— bﬁ /b l,n—f—l dr
" Jo
n bn+2
T b n+2
n+2
Somit folgt
noo, n 2

Var(l;?\“) =

n+2  n+l

(n+2)(n+1)°

Offensichtlich ist der M-L-Schatzer konsistent.

47
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1.1.3 Testen
Der t-Test

Kommen wir nun zur Uberpriifung der Hypothese, daB die Rechtecke nach
dem goldenen Schnitt gefertigt wurden. Dies bedeutet, daf§ das Verhiltnis
von Breite zu Léange 0.618 betrégt.

Wir kénnen das Testproblem also folgendermaflen in der Sprache der mathe-
matischen Statistik formulieren:

Das Seitenverhéltnis der Rechtecke der Schoschonen ist eine Zufallsvariable
X mit stetiger Verteilungsfunktion Fy(x).

Anhand einer Zufallsstichprobe Xy, ..., X, aus Fx(z) wollen wir iiberpriifen,
ob der Erwartungswert von X gleich 0.618 ist.

Im Rahmen der parametrischen Statistik mufl man nun Fx(x) bis auf den
Wert eines oder mehrerer Parameter spezifizieren, um das Problem 16sen zu
konnen.

Die klassische Annahme ist, dal Fx(z) eine Normalverteilung ist.

Wir kénnen also die obige Annahme noch spezieller formulieren:

Die Beobachtungen x4, ..., x, sind Realisationen von unabhéngigen Zufalls-
variablen X1, ..., X,, die identisch mit den Parametern ; und o2 normalver-
teilt sind.

Es soll getestet werden:

Ho:p=ypo gegen Hi:p# po

mit gy = 0.618.

Fiir einen Test bendtigt man eine geeignete Teststatistik.

Da der Mittelwert X eine erwartungstreue und konsistente Schitzung von
ist, liegt es nahe die Entscheidung auf der Basis von X zu fillen.

Ist 119 der wahre Wert von i, so sollte X Werte in der N&he”von jiy annehmen.
Weicht X zu stark von fig ab, so spricht dies dagegen, daf o der wahre Wert
von [ ist.

Wie soll man nun die Grenze wéhlen, ab der man H, ablehnt?

Bei der Wahl der Grenze unterstellen wir, daf3 die Nullhypothese Hy zutrifft.
Wir gehen also im Beispiel davon aus, daf§ die Rechtecke nach dem Goldenen
Schnitt gefertigt wurden. In diesem Fall erwarten wir, da wir Werte von X
beobachten, die in der Néahe von g liegen.

Es konnen sich natiirlich auch weit von g entfernte Werte von X realisieren,
wenn fip der wahre Wert von g ist. In diesem Fall gehen wir aber davon aus,
daf die starke Abweichung des arithmetischen Mittels von pg nicht dadurch
zustandegekommen ist, dafl wir eine der extremen Stichproben beobachtet
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haben, sondern daf ein anderer Wert als py der wahre Wert von p ist. Wir
wiirden uns daher gegen H, entscheiden.

Ist nun aber py der wahre Wert von p, so wiirden wir bei unserer Entschei-
dung einen Fehler machen. Man nennt die félschliche Entscheidung fiir Hy
einen Fehler 1.Art. Die Wahrscheinlichkeit a dieses Fehlers geben wir vor. In
der Regel wéhlt man a = 0.05 oder a = 0.01.

Nun kann man natiirlich fragen, warum man nicht gleich o = 0 wéhlt. Dies
wiirde bedeuten, dafl man sich immer fiir Hy entscheidet.

Dagegen spricht folgendes:

Man brauchte man iiberhaupt keine Daten erheben, da man sich ja immer
fir Hy entscheidet.

Man wiirde man sich in diesem Fall falschlicherweise sehr oft fiir Hy entschei-
den.

Diese Fehlentscheidung bezeichnet man als Fehler 2. Art.

Die folgende Tabelle stellt die Situation dar:

Realitét Hy trifft zu Hy trifft zu
Entscheidung
fiir Hy richtige Entscheidung Fehler 2. Art
fir H, Fehler 1.Art richtige Entscheidung

Fassen wir die obigen Uberlegungen noch einmal zusammen:

Um zu iiberpriifen, ob po der wahre Wert von p ist, wird einer normalver-
teilten Grundgesamtheit eine Zufallsstichprobe vom Umfang n entnommen.
Wir bestimmen dann die Teststatistik X und vergleichen sie mit o . Weicht
X zu stark von iy ab, so lehnen wir die Nullhypothese Hy ab.

Die Werte von X , fiir die man die Nullhypothese ablehnt, nennt man den
Ablehnbereich.

Zur Bestimmung des Ablehnbereichs benétigt man die Verteilung von X,
wenn die Nullhypothese zutrifft. Man spricht auch von der Verteilung von X
unter Hy.
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Schauen wir uns dies fiir das Beispiel an:
Es soll getestet werden:

Ho:p=po gegen Hi:p# po

mit gy = 0.618.
Sind nun die Zufallsvariablen X, ..., X,, unabhéngig und identisch mit den

Parametern po und o2 normalverteilt, so ist X mit den Parametern jo und
2

% normalverteilt.
Also ist _
v (X — o)
o
standardnormalverteilt.
Ist die Varianz o2 bekannt, so erhalten wir als Ablehnbereich:
Entscheidung fiir Hy, wenn gilt

- o
X < py—21—ap ——
Ho — Z1—a/2 \/ﬁ
oder
X > o + 21 ) i
0 —Oé/ \/ﬁ
Dabei ist 2;_q/2 das 1-a/2-Quantil der Standardnormalverteilung.
In der Praxis ist 02 in der Regel unbekannt.

Es liegt nahe, 02 durch die erwartungstreue Schiitzfunktion S? zu schiitzen
und dann in der obigen Teststatistik o2 durch S = v/S? zu ersetzen.
Man erhélt dann die Teststatistik:

vV (X — po)
S

Das Ersetzen von o durch S fithrt dazu, daf§ die Teststatistik ¢ nicht stan-
dardnormalverteilt ist, wenn die Nullhypothese zutrifft.

t =

Dies zeigt folgende kleine Simulationsstudie:
Wir wollen testen:

Hy: =0 gegen Hy:pu#0
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Wir erzeugen B = 10000 Stichproben vom Umfang n = 6 aus einer Normal-
verteilung mit den Parametern ;4 = 0 und o = 1 und bestimmen fiir jede den
Wert der Teststatistik ¢.

tv<-rep(0,10000)
for (i in 1:10000)
{ zz<-rnorm(6)
tv[i]l<-(sqrt (length(zz))*mean(zz))/sqrt(var(zz))}

Der Mittelwert der Teststatistiken ist in der Nahe von 0.

mean (tv)
[1] 0.003613457

Wir sehen, daf die Varianz aber sehr viel gréfer als 1 ist.

var (tv)
[1] 1.59729

Die Teststatistik ¢ streut also stérker als die Standardnormalverteilung. Die
zusitzliche Streuung liegt daran, da8 die Varianz o2 im Zihler der Teststa-
tistik geschétzt werden muf.

Dies zeigt auch das Histogramm mit der iiberlagerten Dichtefunktion der
Standardnormalverteilung.
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Wir erstellen das Histogramm der Werte von t mit Hilfe der Funktion hist:

hist(tv,breaks=seq(-7,7,by=0.5) ,prob=T,ylim=c(0,0.4) ,main=
"Histogramm mit Dichtefunktion der Standardnormalverteilung")

x<-seq(-7,7,by=0.1)
lines(x,dnorm(x))

Histogramm mit Dichtefunktion der
Standardnormalverteilung

Die simulierte Verteilung hat mehr Wahrscheinlichkeitsmasse an den Réndern
als die Standardnormalverteilung.

Man kann zeigen, dafi t unter t-verteilt ist mit n-1 Freiheitsgraden. (siehe
dazu Mood, Graybill, Boes, S. 250)
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Die nachfolgende Graphik zeigt das Histogramm mit der {iberlagerten Dich-
tefunktion der t-Verteilung mit n — 1 = 5 Freiheitsgraden.

hist(tv,breaks=seq(-7,7,by=0.5) ,prob=T,ylim=c(0,0.4) ,main="
Histogramm mit Dichtefunktion der t-Verteilung mit 5 df")

x<-seq(-7,7,by=0.1)
lines(x,dt(x,5))

Histogramm mit Dichtefunktion der
t-Verteilung mit 5 df

0.4 —

0.3 —

0.2 —

0.1 —

o.o - —— -

Wir sehen, daf3 die Anpassung bedeutend besser ist.
Fiir das Testproblem

Ho:p=po gegen Hi:p# po

liegt es nun nahe, die Nullhypothese abzulehnen, wenn die Teststatistik ¢ zu
grof oder zu klein ist:

Lehne Hy ab, wenn gilt

|t| > tn—l;l—a/2
wobei t,_1;1_q/2 das 1 —a /2-Quantil der t-Verteilung mit n-1 Freiheitsgraden
ist.
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Fiir das Datenbeispiel gilt

e 7 = (.6605
e 5=0.0925
o t =2.0545

° t19;0_975 = 2.093.

Wir lehnen also Hy zum Signifikanzniveau ov = 0.05 nicht ab.

In S-PLUS gibt es eine Funktion t.test, die man mit dem Datensatz und
dem hypothetischen Wert des Parameters aufruft:

t.test (shosho,mu=0.618)
One-sample t-Test

data: shosho

t = 2.05645, df = 19, p-value = 0.0539

alternative hypothesis: true mean is not equal to 0.618
95 percent confidence interval:

0.6172036 0.7037964

sample estimates:
mean of x
0.6605

Diese Funktion liefert eine Reihe von Informationen:
e der Wert t der Teststatistik, der in unserem Fall 2.0545 betrégt,
e die Anzahl der Freiheitsgrade df, die hier 19 betrigt,

e die Uberschreitungswahrscheinlichkeit (p-value),die 0.0539 betrigt.
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Schauen wir uns die Uberschreitungswahrscheinlichkeit genauer an.

Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dafl die Teststatistik unter H, Werte an-
nimmt, die noch extremer als der beobachtete sind.

In unserem Fall bedeutet dies 2 P(t > 2.0545).

Diese konnen wir mit S-PLUS folgendermaflen berechnen:

2% (1-pt (2.0545,19))
[1] 0.05394381

GroBe Werte der Uberschreitungswahrscheinlichkeit sprechen fiir Hy, kleine
gegen H,.

Ist die Uberschreitungswahrscheinlichkeit kleiner als das vorgegebene Signi-
fikanzniveau «, dann lehnen wir Hy ab. Ansonsten lehnen wir Hy nicht ab.
Die Funktion pt(x,df) berechnet die Verteilungsfunktion der t-Verteilung
mit df Freiheitsgraden an der Stelle x.

Die folgende Graphik veranschaulicht die Uberschreitungswahrscheinlichkeit.
Der schraffierte Teil unter der Dichtefunktion ist gleich der Uberschreitungs-
wahrscheinlichkeit.

Dichtefunktion der t-VVerteilung df=19

-3 -2 -1 o 1 2 3

Auflerdem liefert die Funktion t.test noch ein Konfidenzintervall fiir den Er-
wartungswert p bei Normalverteilung mit unbekannter Varianz zum Konfi-
denzniveau 1 — o = 0.95.

Fiir die Schoschonendaten ist dies:

[0.6172036, 0.7037964].

Mit Wahrscheinlichkeit 0.95 {iberdeckt dieses Intervall den wahren Wert von
L.
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Schauen wir uns noch ein anderes Testproblem an.

Beispiel 1.1.3 Schauen wir uns ein Beispiel an, das urspriinglich von Fisher
stammt und von Neyman modifiziert wurde.

FEine englische Dame behauptet, dafs sie erkennt, ob bei einer Tasse Tee mit
Milch zuerst die Milch oder zuerst der Tee eingegossen wurde.

Wir wollen tberpriifen, ob die Behauptung der Dame zutrifft.

Hierzu formulieren wir das Gegenteil der Behauptung der Dame als Hypo-
these und die Behauptung der Dame als Gegenhypothese.

Wir erhalten also:

Hypothese: Die Dame rdt
Gegenhypothese: Die Dame rdt nicht

Man bezeichnet die Hypothese mit Hy und die Gegenhypothese mit H.
Wir schreiben also

Hy: Die Dame rit
H;i: Die Dame rdat nicht

Versuchen wir nun auch die Hypothese und die Gegenhypothese in die Spra-
che der Statistik zu tibersetzen. In der Statistik formuliert man Hypothesen
in der Regel tiiber Parameter.

Sei R das Ereignis, daf$ die Dame die richtige Wahl trifft, und R das Ereignis,
dafs sie die falsche Wahl trifft.

Auferdem sei p = P(R).
Rdt die Dame, so ist p = 0.5, rdt sie nicht, so gilt p > 0.5.
Die Hypothese und Gegenhypothese lauten also

Hy : p=0.5
H1 . p>05

Um die Hypothesen zu tberpriifen, beobachtet man den Sachverhalt. Es liegt
nahe, der Dame eine Tasse zu reichen, in die ohne ihr Wissen zuerst die
Milch gefiillt wurde. Sie soll dann entscheiden, welche Situation vorliegt. Es
st aber sicherlich fairer, thr von vornherein die Mdglichkeit zu geben, zu
vergleichen. Wir reichen thr also zwei Tassen, wobei in die eine zuerst die
Milch und in die andere zuerst der Tee gefiillt wurde.

Auf der Basis der Beobachtung fillen wir nun die Entscheidung.

Man nennt die Beobachtung eine Teststatistik.
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Folgende Entscheidungsregel liegt nahe:

Entscheidung fiir Hy, wenn die Dame die Tassen falsch zugeordnet hat.
Entscheidung fir Hy, wenn die Dame die Tassen richtig zugeordnet hat.

Die Entscheidung ist fehlerbehaftet.

Wir kénnen zwei Fehler begehen.

Entscheiden wir uns fiir Hy, obwohl Hy zutrifft, so begehen wir einen Fehler
1.Art.

In unserem Beispiel heifst dies, daf wir zu der Entscheidung kommen, dafl
die Dame differenzieren kann, obwohl sie in Wirklichkeit geraten hat.
Entscheiden wir uns fiir Hy, obwohl Hy zutrifft, so begehen wir einen Fehler
2. Art.

In unserem Beispiel heifit dies, dafS wir zu der Entscheidung kommen, dafs
die Dame geraten hat, obwohl sie in Wirklichkeit differenzieren kann.

Die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1.Art st

a = P(Entscheidung fir Hy|Hotrifft zu)

In unserem Beispiel gilt

a = Py, (R)=0.5
Die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 2. Art ist

B = P(Entscheidung fir Ho|Hytrifft zu)

In unserem Beispiel gilt

Diese Wahrscheinlichkeit kénnen wir nicht angeben, da sie davon abhdngt,
wie gut die Dame differenzieren kann.

Wir haben also nur den Fehler 1.Art unter Kontrolle. Dies ist die tbliche
Situation beim statistischen Test. Da wir die Wahrscheinlichkeit des Fehlers
1.Art unter Kontrolle haben, geben wir diese vor. In der Regel wdhlt man
a = 0.05. Hierdurch ist sichergestellt, daf$ man sich ziemlich sicher sein
kann, wenn man sich fiir Hy entscheidet, da die Wahrscheinlichkeit fiir einen
Fehler klein ist. Nun ist auch klar, warum wir die Behauptung der Dame als
Gegenhypothese formuliert haben.

In unserem Beispiel betrdgt die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1.Art 0.5.
Sie ist viel zu grofs .

Wir kénnen sie verkleinern, indem wir das Experiment mehrmals wiederho-
len.
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Nehmen wir an, wir fiihren 6 Versuche durch und erhalten das FErgebnis
RRRRRR.

Spricht dies fir oder gegen die Fdhigkeit der Dame zu differenzieren?

Wir brauchen eine geeignete Teststatistik. Fs liegt nahe, die Anzahl S der
Fille zu wdhlen, bei denen die Dame sich richtig entschieden hat.

In unserem Fall betrdgt sie 5.

Ist diese sehr grofs , so wiirden wir sagen, dafi die Dame differenzieren kann.
Was heif§t grofs?

Dies hingt von dem vorgegebenen Wert von o ab. Wir miissen den Wert, ab

dem wir uns fir die Gegenhypothese entscheiden so wdhlen, daf$ die Wahr-
scheinlichkeit fir den Fehler 1. Art gleich « ist.

Hierzu benotigen wir die Verteilung der Teststatistik, wenn Hy zutrifft.
Man spricht auch von der Verteilung der Teststatistik unter Hy.

Hier kommt in unserem Beispiel die Binomialverteilung ins Spiel.

Wir haben sechsmal einen Bernoullivorgang beobachtet.

Wenn wir der Dame nicht nach jedem Versuch sagen, ob ihre Entscheidung
richtig oder falsch ist, lernt sie bei den Versuchen nichts dazu.

Also sind die einzelnen Versuche unabhdngig.
Auferdem bleibt P(R) = 0.5 konstant.

Wir beobachten also einen Bernoulliprozefs der Linge 6 mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p = 0.5.

Dann ist die Anzahl der Erfolge mit den Parametern n = 6 und p = 0.5
binomialverteilt.

Es gilt also
6

S

P(S:s):<

Dies ist die Verteilung von S unter Hy.

)0.56 fir s=0,1,...,6.

Wir haben gesagt, dafl wir Hy ablehnen, wenn S zu grof ist.

Wir bestimmen fiir das Beispiel die Wahrscheinlichkeit, den beobachteten
Wert und noch extremere zu beobachten.

Py (S>5)= Kg) + (gﬂ 0.5° = 0.109375

Wir nennen diese Wahrscheinlichkeit Uberschreitungswahrscheinlichkeit.
Wir konnen die Testentscheidung mit Hilfe der Uberschreitungswahrschein-

lichkeit durchfiihren.
Ist sie griffer als a = 0.05, so lehnen wir Hy nicht ab.
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Ist sie kleiner als o = 0.05, so lehnen wir Hy ab.

Wie gut ist die Entscheidungsregel?

Wir messen die Giite der Entscheidungsregel durch die Wahrscheinlichkeit,
uns fir Hy zu entscheiden, wenn Hy zutrifft.

Wir sprechen auch von der Giitefunktion G(p):

G(p) = P(Entscheidung fiirH,|p)

Diese hingt vom Wert von p ab, der nicht bekannt ist.

Sinnvollerweise sollte die Giite mit wachsendem p zunehmen, da wir uns ja
immer weiter von p = 0.5 entfernen.

In unserem Beispiel ist es einfach die Giutefunktion zu bestimmen.

Wir wollen diese fiir den Fall bestimmen, dafS wir zum Niveau oo = 0.015625
testen.

Wir lehnen Hy ab, wenn S = 6 gilt.
Offensichtlich gilt
Py, (S = 6) = 0.5° = 0.015625

Die Teststatistik S ist auch unter Hy binomialverteilt. Nur der Wert von p
andert sich.

Es gilt also

>p5(1—p)6_5 fir s=0,1,...,n.

Die Giitefunktion lautet

G(I?) = PHl(S:6)
= p6

Die folgende Tabelle zeigt die Giutefunktion fiir ausgewdhlte Werte von p.

p G
0.60 0.047
0.70 0.118
0.80 0.262
0.90 0.531
0.95 0.735

Wir sehen, daf$ mit wachsendem P die Giite immer groffer wird.

Wir sind bei der Bestimmung der Giutefunktion davon ausgegangen, dafs wir
zum Signifikanzniveau o = 0.015625 testen. Zum Niveau o = 0.05 konnten
wir keinen Test durchfiihren, da gilt P(S > 5) = 0.109375.
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Wenn wir S = 6 ablehnen, betrdigt o = 0.015625, lehnen wir fir S > 5 ab,
so betrdagt o = 0.109375.

Da die Verteilung der Teststatistik diskret ist, kann das vorgegebene Signifi-
kanzniveau o = 0.05 in der Regel nicht voll ausgeschépft werden. Wir miissen
also zu einem kleineren « testen.

Es gibt aber einen Ausweg:

Man kann randomisieren.

Schauen wir uns dies fiir den Falln =6 an.

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion von S erhalten wir in S-PLUS mit der Funk-
tion dbinom.

Diese ruft man mit der Stelle x, mit dem Stichprobenumfang n und der Er-
folgswahrscheinlichkeit p auf.

Wir runden sie auf 5 Stellen nach dem Komma, um die Ubersicht zu behalten:

> round(dbinom(0:6,size=6,prob=0.5),5)
[1] 0.01563 0.09375 0.23438 0.31250 0.23438 0.09375 0.01563

Das sieht immer noch sehr uniibersichtlich aus. Deshalb schreiben wir den
Vektor der Wahrscheinlichkeiten neben den Vektor der Werte und dane-
ben noch den Vektor der kumulierten Wahrscheinlichkeiten, den wir mit der
Funktion pbinom erhalten:

> cbind(0:6,round(cbind (dbinom(0:6,size=6,prob=0.5),
pbinom(0:6,size=6,prob=0.5)),5))
[,1] [,2] [,3]

[1,] 0 0.01563 0.01563
[2,] 1 0.09375 0.10938
[3,] 2 0.23438 0.34375
(4,] 3 0.31250 0.65625
(5,] 4 0.23438 0.89062
(6,] 5 0.09375 0.98438
(7,] 6 0.01563 1.00000

Wir lehnen Hy ab, wenn die Teststatistik zu grofs ist.

Um a = 0.05 voll auszuschépfen, dirfen wir Hy nicht jedesmal ablehnen,
wenn S =5 gilt.

Vielmehr lehnen wir Hy immer ab, wenn S = 6 gilt, und fiihren ein zusdtz-
liches Zufallsexperiment durch, wenn S =5 gilt.

So kénnten wir eine auf (0,1) gleichverteilte Zufallszahl ziehen. Ist diese
kleiner als 0.3666, so entscheiden wir uns gegen Hy , ansonsten fiir Hy.
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In diesem Fall schopfen wir o = 0.05 aus da gilt:

P(Hy ablehnen|Hy trifft zu) = Pg,(S = 6) + Pg,(S =5) - 0.3666 =
= 0.01563 + 0.09375 - 0.3666 = 0.025

In der Prazxis wird in der Regel nicht randomisiert. Man gibt die Uberschrei-
tungswahrscheinlichkeit an.

Dies geschieht auch in S-PLUS.

Mt Hilfe der Funktion binom.test konnen wir den Binomialtest durchfiih-
ren.

Wir rufen auf:
> binom.test(5,6,0.5,alternative="greater")

Exact binomial test

data: 5 out of 6
number of successes = 5, n = 6, p-value = 0.1094
alternative hypothesis: true p is greater than 0.5

Fiir groffe Werte von n ist es miihsam, die Wahrscheinlichkeiten der Bino-
mialverteilung zu bestimmen. Hier kann man auf die Normalapproximation
der Binomialverteilung zuriickgreifen.

Es qgilt approrimativ:
S ~ N(0.5n,0.25n)

Im Testproblem
Hy:p=05 gegen Hy:p#0.5

lehnt man Hy also ab, wenn gilt
S Z 0.5n + Rl1—a/2 0.5 \/ﬁ

oder

S S 0.5n — 21,0[/2 0.5 \/ﬁ

Dabei ist z, das p-Quantil der Standardnormalverteilung.
Die Entscheidungsregel im Beispiel beruht auf der Anzahl der Fehlversuche
unter 6 Versuchen.
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Der Likelihoodratiotest

Die Herleitung der Teststatistiken der bisher betrachteten Tests ist sehr heu-
ristisch.

Auf der Basis der Loglikelihood gibt es eine Reihe von Moglichkeiten zur
Konstruktion einer geeigneten Teststatistik.

Wir betrachten das Testproblem

Hy:0=10y gegen Hi:0+#0,

AuBerdem sei die Loglikelihood I(6) gegeben.

Die Loglikelihood nimmt ihr Maximum am M-L-Schéatzer éML an. Es soll
iiberpriift werden, ob 6y der wahre Wert des Parameters 6 ist. Da der M-L-
Schétzer ein guter Schét-zer ist, sollte éML in der Nahe des wahren Wertes
von 0 liegen. Wenn also 6, der wahre Wert des Parameters ist, so sollte 0 ML
also in der Néhe von 6, liegen. Das sollte natiirlich auch fiir die Loglikelihoods
1(0nr1,) und 1(6y) gelten.

Beim Likelihoodratiotest wird nun die Differenz aus [(fy) und [(6y) als
Testkriterion gewéhlt.

Aus technischen Griinden wird das doppelte dieser Differenz gewéhlt.

Die Teststatistik des Likelihoodratiotest lautet somit:

LR =2 (I(0x1) — U(60))

Dies ist unter Hy approximativ chiquadratverteilt. Die Anzahl der Freiheits-
grade ist gleich der Dimension des Parameterraums ohne die Beschréankung
der Nullhypothese minus der Dimension des Parameterraums unter der Null-
hypothese.

Bei einem zweiseitigen Test auf einen eindimensionalen Parameter ist LR
also chiquadratverteilt mit einem Freiheitsgrad.
Schauen wir uns den Test fiir ein Beispiel an:
Die Zufallsvariablen X, ..., X, seien unabhéngig und identisch mit den Pa-
rametern 4 und o2 normalverteilt, wobei 02 bekannt sei.
Es ist zu testen
Ho:p=po gegen Hi:p# po
Die Loglikelihood ist gegeben durch

1 n
l(p) =—-nlnv2m— g Ino? — ) Z
Der M-L-Schiitzer fiir p ist X. Somit gilt

1 n
l(p)=1z)=—-nlnv27m — g Ino? — 557 - Z
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Unter H, gilt:
n : 1 &
(o) = —n Inv2m — B) Ino* — ) Z

Somit gilt
LR = 2 ((z) - luo))

= 2(—nln\/27r——lna —LZ(JTZ‘—E)Q-F

2 202 —

n

1
+n Inv2 —|— P > (z— u0)2>

20% =

— 012 (ZXZ; (:BZ—#O)Q—;(ZE%_[E)2>

— 012 (éx —l—;u QZZE“UO_Z$ §x2+2§;$i$>
— % (nug—Qnﬂof—”f2+2”f2)

= 5 (i —2pmz+2?)

— :2 (Z — po)”

Dies ist das Quadrat der klassischen Statistik eines Tests auf p bei Normal-
verteilung mit bekannter Varianz.

Da

standardnormalverteilt ist, wenn die Zufallsvariablen Xy, ..., X,, unabhéingig
und identisch mit den Parametern p und o2 normalverteilt sind, ist LR exakt
chiquadratverteilt mit einem Freiheitsgrad, da das Quadrat einer standard-
normalverteilten Zufallsvariablen chiquadratverteilt mit einem Freiheitsgrad
ist.

Wir betrachten nun noch das Beispiel des Tests auf p:

Die Zufallsvariablen X1, ..., X, seien unabhéngig und identisch mit dem Pa-
rameter p bernoulliverteilt.
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Es gilt also
p(Xi = a;) =p™ (1 —p)'™™
Es ist zu testen
Ho:p=po gegen Hi:p#po
Die Loglikelihood ist gegeben durch

l(p) = lanazi—i—lnl—p(n—in)
i=1 i=1
= nZhhp+n(l—2)Inl—p

Die erste Ableitung der Loglikelihood nach p ist:

d ~ nr n(l-1)
w0 = 5Ty
_ n(Z—p)

p(1—p)

Der M-L-Schitzer ist, wie man leicht nachrechnet, X.
Somit gilt
l(z)=nzlnz+n(l—2z)Inl—2z

Unter H, gilt:
l(po)=nzlnpy+n(l—2)Inl—pgy

Somit gilt
LR = 2(l(z) - l(po))
= 2nzlmz+n(l—-2)Inl -2 —

—nZlnpy—n(1—=2)Inl—p)
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Der Wald-Test

Anstatt die Differenz der Loglikelihoods zu betrachten, konnte man natiirlich
auch die Differenz aus éM 1, und 6, als Teststatistik verwenden.

Hierbei muff man aber die negative Kritmmung C'(6) = —% [(0) der Logli-
kelihood berticksichtigen.

Die nachfolgende Graphik verdeutlicht, warum dies notwendig ist.

I(tdl)

1B(tO)

IA(tO)

Die beiden Loglikelihoods weisen unterschiedliche Kriimmung auf, haben an
der gleichen Stelle ihr Maximum.

Im Fall A ist die stiarker als im Fall B. Wie die Graphik zeigt, ist im Fall A
aber auch die Differenz der Loglikelihood grofler.

Je starker also die Kriimmung bei gleicher Differenz aus Oy und Oy ist, um
so mehr spricht diese Differenz fiir die Gegenhypothese.

Somit liegt es nahe, folgende Teststatistik zu betrachten:

9 ~

W - (éML - 90) C(QML)

Man nennt den zugehorigen Test auch Wald-Test. Anstatt der Kriimmung
wird oft der Erwartungswert der Kriimmung verwendet.
Unter bestimmten Regularitdtsbedingungen ist die aber die Fisher Informa-
tion
d2
1(6) = B(C10) = B~ 10))
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Mit der Fisher-Information lautet die Teststatistik des Wald-Tests:
~ ) ~
W: (QML—Q()) I(QML)

Die Teststatistik ist unter Hy approximativ chiquadratverteilt. Die Anzahl
der Freiheitsgrade ist gleich der Dimension des Parameterraums ohne die
Beschriankung der Nullhypothese minus der Dimension des Parameterraums
unter der Nullhypothese.

Bei einem zweiseitigen Test auf einen eindimensionalen Parameter ist W also
chiquadratverteilt mit einem Freiheitsgrad.

Schauen wir uns den Wald-Test fiir das Beispiel der Normalverteilung an.
Die Loglikelihood lautet:

1 n
I(n) = —nInv2r — g Ino? — 553 Z

Wir miissen nun noch die erste und zweite Ableitung bestimmen. Es gilt

S(n) = ail() yCay
Clu) = 5l =%

Wir erhalten somit

no._ 2
W =55 UZ ~ o)

Im Beispiel stimmen LR und W {iberein.
Fiir das Testproblem auf p ergibt sich folgende Loglikelihood:
Ip)=nznp+n(1—2)Inl—p

Die erste Ableitung der Loglikelihood nach p ist:
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Die Fisher-Information lautet:

Also erhalten wir als Teststatistik des Wald-Tests

n

W:<i‘—p0)277

z(1—-X)

67
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Der Score-Test

Beim Likelihoodratiotest und beim Wald-Test mufi man den M-L-Schétzer
bestimmen.

Das dritte Konstruktionsprinzip kommt ohne die Bestimmung des M-L-Schét-
Zers aus.

Die Teststatistik beruht auf der Steigung der Loglikelihood in 6. Diese sollte
in der Néhe von 0 sein, wenn H zutrifft. Starke Abweichungen der Steigung
vom Wert 0 sprechen also gegen die Nullhypothese.

Wie das folgende Bild illustriert, mufl man aber auch hier wieder die Kriim-
mung der Loglikelihood beriicksichtigen und zwar diesmal in 6 .

to

1(t0)

Auch hier hat die Loglikelihood im Fall A eine stiarkere Kriimmung als im
Fall B. Hier spricht aber der Fall B mehr gegen die Nullhypothese, da die
Differenz der Loglikelihood grofler ist.

Man muf also die Steigung mit der inversen Kriimmung gewichten und erhélt

LM = 5(60)>C(6) "

Man nennt den zugehorigen Test auch Lagrange-Multiplier-Test bzw. Score-
Test.
Auch beim LM-Test wird oft die Fisher-Information verwendet:

LM = S(60)° I(6y)""

Die Teststatistik ist unter Hy approximativ chiquadratverteilt.
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Die Anzahl der Freiheitsgrade ist gleich der Dimension des Parameterraums
ohne die Beschrankung der Nullhypothese minus der Dimension des Parame-
terraums unter der Nullhypothese.

Bei einem zweiseitigen Test auf einen eindimensionalen Parameter ist LM
also chiquadratverteilt mit einem Freiheitsgrad.

Fiir das Beispiel der Normalverteilung gilt:

0 n

S(p) = a—ﬂl(u)=;(9‘c—u)
0? n
Clp) = —a—[ﬁl(ﬂ)zg
Also folgt
205 _ ,\2 -2
vy o= " (17410 o
g n
_ n(@—p)
= -

Fiir das Beispiel der Normalverteilung fallen die drei Teststatistiken zusam-
men.
Fiir den Test auf p erhalten wir

d
Sp) = —Ilp
0 = i)
~ nz n(l-2)
— =
_ n(@—-p
p(l1—p)
Die Fisher-Information lautet:
n
I(p)=——
») p(1—p)

Also lautet die Teststatistik des Score-Tests:

M — n* (T — po)” po (1 — po) _

pR(1—po)° m

n (z —po)2
po (1 —po)
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Schauen wir uns noch einmal die Teststatistik des LR-Tests und des Wald-
Tests an:

_ 1z
LR = 2(n:€‘1n£—|—(1—i‘)ln x)
Po 1 —po

_ 2 n

Der Vergleich von LM-Test und Wald-Test zeigt, da3 die Zahler identisch
sind. Die Nenner sehen sehr dhnlich aus. In beiden Féllen steht die qua-
drierte Varianz des arithmetischen Mittels einer Zufallsstichprobe aus einer
Bernoulliverteilung.

Aber beim Wald-Test wird diese Varianz an der Stelle  bestimmt, wahrend
sie beim LM-Test an der Stelle py bestimmt wird.

Welcher Zusammenhang besteht zur LR-Statistik?

Entwickelt man f(z) = z In 2o in eine Taylorreihe um zo bis zum quadrati-
schen Glied, so erhélt man

F(2) = (& — o) + 0.5 (2 — 20)? —

Zo

Fiithren wir diese Approximation fiir die LR-Statistik mit x = z und xq = po
durch, so erhalten wir:

_ 1z

LR = 2<nfln£+n(1—f)ln x):
Po 1 —po

(z — po)®

= 2(n(z— +0.5n
(n (2 —po) -

+

+n(l—7—(1—py))+05n

1=z (=p)y
1 —po

_ 2 - 2
_ 2(0.5nL COME ) =
Po L —po
n(f—mf
po(l—]?o)

Wir sehen, dafl die Score-Statistik eine Approximation der LR-Statistik ist.
Wir betrachten nun noch ein weiteres Beispiel.
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Die Zufallsvariablen Xy, ..., X,, seien unabhingig und identisch poissonver-
teilt mit Parameter .

Es gilt also
A%
fx (i) = e

Also gilt

und es folgt

= S@-
und
d? n

LR = 2(i(z) - I(\)) =

— In ) in—i—Zlnxi!—{—nAo) =

=1 i=1

= Q(ni’lni‘—ni—nfln)\o—i—n)\o) =

— 2nFIn— +2n (N — )
Ao

W o= (X—X\)

><j\| S
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n o, _ 2/\07

LAt = (A_o(x‘“)) o
— (T2
(z 0) Ao

Beim Likelihood-Ratio-Test wird die Differenz der Loglikelihood an unter-
schiedlichen Werten des Parameters betrachtet.

Warum heifit der Test dann nicht Likelihood-Difference-Test?
Der Grund ist ganz einfach:
Ausgangspunkt ist das sogenannte Likelihoodverhéltnis:

A= L)

L(HML>

wobei éML der M-L-Schéatzer von @ ist.
Man kann nun zeigen, dal —2 In A approximativ chiquadratverteilt ist.

Nun gilt aber .
—2InA =2 (U(0arr) — 1(0h))

Bei der Normalverteilung haben wir den Likelihood-Ratio-Test fiir den Fall
hergeleitet, dal die Varianz bekannt ist.

Wir wollen nun den realistischen Fall betrachten, daf§ die Varianz unbekannt
ist.

In diesem Fall ist der Parameterraum © = (u,0?) zweidimensional. Unter
Hy : 1 = o ist der Parameterraum gegeben durch Oy = (g, 0?) .

Das Likelihoodverhéltnis lautet

sup L(0)
A _ [ASISH

sup L(6)

L)
Auch hier ist —2 In A approximativ chiquadratverteilt.
Eine sehr schone Beschreibung der unterschiedlichen Konstruktionsprinzipien
von Tests, an der sich auch die obigen Ausfithrungen orientieren, ist bei Buse:
The Likelihood Ratio, Wald, and Lagrange Multiplier Test: An expository
note, The American Statistician, August 1982, S. 153-157.
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Ausblick

Der t-Test beruht auf der Annahme, dafi die Zufallsvariablen Xi,..., X,
unabhiingig und identisch mit den Parametern ; und o normalverteilt sind.
Die Annahme der Normalverteilung ist in der Praxis in der Regel nicht erfiillt.
Viele Datensétze stammen aus Verteilungen, die mehr Wahrscheinlichkeits-
masse an den Rédndern haben als die Normalverteilung oder die sogar schief
sind.

Ist die Verteilung der Grundgesamtheit keine Normalverteilung, so ist die
Teststatistik des t-Tests nicht t-verteilt. Deshalb stimmen die vorgegebenen
kritischen Werte nicht oder die Uberschreitungswahrscheinlichkeit ist falsch.
In diesen Féllen ist der Test entweder konservativ oder antikonservativ.

Ist der Test konservativ, so wird das vorgegebene Signifikanzniveau unter-
schritten, was die Giite des Tests vermindert. Man befindet sich aber in
diesem Fall auf der sicheren Seite, hat also das Signifikanzniveau im Griff.
Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1.Art ist kleiner als das vorgegebene
a. Dies ist bei einem antikonservativen Test nicht der Fall.

Wie stark der t-Test auf Abweichungen von der Normalverteilung reagiert,
ist bei Biining: Robuste und adaptive Tests zu finden.

Die Ergebnisse legen nahe, den t-Test nicht anzuwenden, wenn die Grund-
gesamtheit nicht normalverteilt ist. Zu dem gleichen Ergebnis kommen auch
Staudte, Sheather: Robust Estimation and Testing, deren Kapitel 5.1 iiber-
schrieben ist mit: "Would W. S. Gosset Use the Student t-Test?”

Es stellen sich also folgende Fragen:

1. Wie kann man {iberpriifen, ob die Grundgesamtheit normalverteilt ist?

2. Welche Tests kann man anwenden, die entweder ohne die starke An-
nahme der Normalverteilung auskommen oder nicht zu stark auf Ab-
weichungen von der Normalverteilung reagieren?

Mit der ersten Frage werden wir uns im néchsten Abschnitt beschéftigen.
In der zweiten Frage werden zwei Arten von Tests angesprochen.

Tests, die ohne eine spezielle Verteilungsannahme auskommen, heiflen nicht-
parametrische Tests. Mit diesen werden wir uns in den folgenden Kapiteln
intensiv beschéftigen.

Tests, die nicht stark auf die Abweichung von der Normalverteilungsannahme
reagieren, heifflen robuste Tests. Sie sind nicht das Thema dieses Skripts.
Wir werden uns vielmehr mit robusten Schéitzern beschéftigen.

Dies hat folgenden einfachen Grund:
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In der Praxis haben sich robuste Schétzer und nichtparametrische Tests
durchgesetzt. Robuste Schétzer sind einfach zu verstehen, wiahrend nichtpa-
rametrische Schétzer relativ kompliziert und schwer zu interpretieren sind.
Bei den nichtparametrischen Tests braucht man keine Verteilungsannahme
fiir die Grundgesamtheit, wihrend die Verteilung der robusten Tests von der
Verteilung der Grundgesamtheit abhéngt.
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1.2 Die Normalverteilungsannahme

Eine Moglichkeit der Uberpriifung der Normalverteilungsannahme besteht in
der Erstellung einer Grafik.
Dabei sollen die Graphiken folgendes zeigen:

e [st die Verteilung symmetrisch oder schief?

e Ist die Verteilung unimodal oder multimodal (eingipflig oder mehrgipf-
lig)?

e (ibt es Ausreifler im Datensatz?

Bei den Graphiken mufl man unterscheiden zwischen solchen, die sich speziell
mit der Normalverteilungsannahme beschéftigen und solchen, die nur ein Bild
der Daten geben.

Beginnen wir mit dem zweiten Fall.

Das populérste graphische Verfahren ist der Boxplot. Am Boxplot kann man
leicht erkennen, ob die Daten aus einer symmetrischen Verteilung kommen,
und ob der Datensatz Ausreifler enthélt.

Zur Erstellung eines Boxplots benttigt man folgende 5 Statistiken eines Da-
tensatzes:

e Minimum

e unteres Quartil xg o5
o Median zg 5

e oberes Quartil zq75
e Maximum

Das Maximum, Minimum und der Median sind eindeutig definiert, fiir die
Schéitzung der Quartile gibt es eine Reihe unterschiedlicher Vorschlége.
Die naheliegendste Idee stammt von Tukey:

Das untere Quartil zq .95 teilt die untere Hélfte des geordneten Datensatzes in
zwei gleiche Teile. Also liegt es nahe, als z( 95 den Median der unteren Hélfte
des geordneten Datensatzes zu wahlen.

Wenn der Stichprobenumfang gerade ist, ist diese Definition eindeutig. Bei ei-
nem ungeraden Stichprobenumfang nimmt man den Median des Datensatzes
zur unteren Hélfte mit dazu.
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Fiir den geordneten Datensatz
0.553 0.570 0.576 0.601 0.606 0.606

ist das untere Quartil also 0.570, ndmlich der Median von
0.553 0.570 0.576.

Fiir den geordneten Datensatz
0.553 0.570 0.576 0.601 0.606

ist das untere Quartil 0.570, ndmlich der Median von
0.553 0.570 0.576.

Fiir das obere Quartil gilt die gleiche Regel.
Fiir den geordneten Datensatz

0.553 0.570 0.576 0.601 0.606 0.606

ist das obere Quartil also 0.606, namlich der Median von
0.601 0.606 0.606.

Fiir den geordneten Datensatz
0.553 0.570 0.576 0.601 0.606

ist das obere Quartil also 0.606, ndmlich der Median von
0.576 0.606 0.606.

Die folgenden S-PLUS Funktionen berechnen das untere und das obere Quar-
til nach der Tukey-Methode:

uquart<-function(x) {
# berechnet unteres Quartil nach Tukey
# x ist Datensatz
x <- sort(x)
median(x[1:ceiling(length(x)/2)])
+

oquart<-function(x) {
# berechnet oberes Quartil nach Tukey
# x ist Datensatz
x <- rev(sort(x))
median(x[1:ceiling(length(x)/2)])
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Fiir den Datensatz der Rechtecke der Schoschonen erhalten wir

e das Minimum durch

min(shosho)
[1] 0.553

e das untere Quartil durch

uquart (shosho)
[1] 0.606

e den Median durch

median(shosho)
[1] 0.641

e das obere Quartil durch

oquart (shosho)
[1] 0.681

das Maximum durch

max (shosho)
[1] 0.933

Mit diesen Zahlen kénnte man nun ohne Probleme einen Boxplot erstellen.
Die in S-PLUS implementierte Boxplot-Funktion bestimmt das untere und
obere Quartil jedoch nach einer anderen Methode. Um diese verstehen zu
konnen, miissen wir weiter ausholen.

Das theoretische Quantil x,, ist definiert durch:

Fy(x,) =p.

Es liegt also nahe, zur Bestimmung des empirischen Quantils die empirische
Verteilungsfunktion F), (z) als Ausgangspunkt zu wéhlen.

Fiir eine Stichprobe zy,...,x, ist die empirische Verteilungsfunktion F, (x)
definiert durch
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H(u) 0 fir u<O
u:
1 fir v>0

Die empirische Verteilungsfunktion an der Stelle x ist also gleich der Anzahl
der Beobachtungen, die x nicht iibertreffen.

Mit Hilfe der folgenden Funktion kann man in S-PLUS die empirische Ver-
teilungsfunktion berechnen:

empdf<-function(x) {
# berechnet die empirische Verteilungsfunktion
# fuer den Datensatz x

m<-table(x)

cumsum(m) /sum (m)

b

Fiir die Schoschonendaten erhalten wir:

e<-empdf (shosho)

e
0.553 0.57 0.576 0.601 0.606 0.609 0.611 0.615 0.628 0.654
0.06 0.1 0.15 0.2 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55
0.662 0.668 0.67 0.672 0.69 0.693 0.749 0.844 0.933
0.6 0.5 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

Die nachstehende Funktion zeichnet die empirische Verteilungsfunktion

plot.empdf<-function(data, bereich) {
# zeichnet die emprirische Verteilungsfunktion F(x)
# data ist der Datensatz
# bereich ist Vektor der Laenge 2
# 1. Komponente von bereich ist das Minimum
# 2. Komponente von bereich ist das Maximum des Bereichs,
# auf dem die Verteilungsfunktion gezeichnet werden soll
h<-empdf (data)
x <- as.numeric(dimnames(h) [[1]])
n <- length(x)
plot(c(bereich[1], x[1]), c(0, 0), xlab = "", ylab = "",
xlim = bereich, ylim = c(0, 1), type = "1")
for(i in 1:(n - 1))
lines(x[i: (i + 1)], rephlil, 2))
lines(c(x[n], bereich[2]), c(1, 1))
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Wir zeichnen die empirische Verteilungsfunktion der Schoschonen-Daten.

plot.empdf (shosho,c(0.5,1))

1.0 —

0.8 —

0.6 —

0.4 —

0.2 —

0.0 — —_—
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Wir sehen, dafl die empirische Verteilungsfunktion eine Treppenfunktion ist.
Deshalb ist ihre Inverse nicht eindeutig definiert, so dafl man Quantile nicht

eindeutig bestimmen kann.

Die iibliche Vorgehensweise besteht darin, die empirische Verteilungsfunktion
zu glétten, indem man sie durch eine stetige stiickweise lineare Funktion F'(x)

ersetzt.

Hierbei muf man festlegen, welchen Wert die Funktion F(z) an den Stellen
ra), - .., T(n) annimmt, wobei die Stiitzstellen die geordneten Beobachtungen

sind.

Betrachten wir hierzu folgenden Datensatz vom Umfang n=>5:

3.3 3.9 1.7 6.0

Die geordneten Werte sind gegeben durch:

13(1) =17 I(Q) =33 x(g) =3.9 I(4) =35.1 Z‘(5) =6.0

5.1
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Das folgende Bild zeigt die empirische Verteilungsfunktion:

0.8 — _

0.6 — _

0.4 — _—

0.2 —

0o | —

Es liegt nahe

fir ¢ = 1,...,n zu wahlen und linear zu interpolieren.
Das folgende Bild zeigt die Approximation:

1.0 — -

0.8 — L

0.6 — e —

0.4 —| —

0.2 —

Als Quantilschétzer ergibt sich in diesem Fall:

S

s
A A
b~
VAN
—_

. z(a) fiir
Qp) = )
(L =9)wg) +gogy fir

mit j = |np+1jund g=np+1—j.

S
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Der Nachteil dieses Schétzers ist, dafl eine Vielzahl von Quantilen durch das
Minimum geschétzt werden. Fiir 0 < p < % wird z,, durch das Minimum des
Datensatzes geschétzt. Fiir p > ”T_l wird hingegen jedem p ein anderes z,
zugeordnet. Die beiden Rénder der Verteilung werden also unterschiedlich
behandelt.

Dieser Nachteil kann dadurch behoben werden, dal der Beitrag der i.ten
Orderstatistik ;) zu gleichen Teilen auf die Bereiche unterhalb und oberhalb
von ihr aufgeteilt wird.

Somit gilt

8 i—05
Flze) =

n
Das folgende Bild zeigt die Approximation:

Als Quantilschétzer ergibt sich in diesem Fall:

(1) fir p< %
Qp) = (L—g)zg +gagey fir O < mpd
T(n) fir p> ";?‘5

mit j = [np+0.5] und g =np+ 0.5 — 7.
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Eine andere Wahl geht von folgender Idee aus:
Die n Orderstatistiken teilen den Wertebereich der Verteilung in n+ 1 Berei-

che, von denen jeder im Mittel 100 Prozent der Beobachtungen enthélt.

n+
Dies legt nahe: .
~ 7
F 3 —
(@) = =7

Das folgende Bild zeigt die Approximation:

1.0 _

o8 - .

0.2 —

0o H ——

Als Quantilschétzer ergibt sich in diesem Fall:

Z(1) fir p< nL—l—l
Qp) = U—g)zg +grge fir o5 <2
Z(n) fir p> nL—f—l

mit j=|(n+1)pjund g=(n+1)p—j.
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In S-PLUS wird folgende Gléattung der empirischen Verteilungsfunktion ver-

wendet: .
71— 1

n—1

F(ry) =

Hier wird jedem p ein anderer Wert von x,, zugeordnet.
Das folgende Bild zeigt die Approximation:

Als Quantilschétzer ergibt sich in diesem Fall:
Qp) = (1= g) zg) + 911

mit j=[(n—1)p+1jundg=(n—-1)p+1—7j.

Dieser Schétzer hat den Vorteil, dafl man Quantile, die zu kleinem oder
groflem p gehdren, nicht ausschlieflich durch das Minimum oder das Ma-
ximum schétzt.
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Alle diese Schétzer sind Spezialfille der folgenden Klasse von Quantilschét-
zern:

() fiir p <
~ .. 1— n—
Qlp) =1 I—9g)zg +9xg+y fir =25 <772
Tn) fir p> 0=

mit j=|(n+1—v=8)p+y]undg=(n+1—~v—-09)p+~y—j. Esgilt:
o LFall y=0,0=1
e 2Fall: v=05,0=0.5
e 3Fal v=0,6=0
e 4Fall: y=1,0=1

Der 2.Fall liefert iibrigens die Quartile nach Tukey.

Die folgende S-PLUS Funktion liefert die Schiatzung der Quantile nach dem
oben angegebenen Schétzer:

quantil<-function(x, p, a, b) {
# bestimmt fr den Datenvektor x die Quantile xp
# a ist gamma und b ist delta
xs <- sort(x)
n <- length(x)
j <= floor((n + 1 - a - b) * p + a)
g<-(m+1-a-Db)*xp+a-j
qua <- (1 - g) * xs[j] + g * xs[j + 1]
qualp < ((1 - a)/(n+1-a-">b))] < xs[1]
qualp > ((n - a)/(n + 1 - a - Db))] <~ xs[n]
qua

}

Fiir den Datensatz shosho erhalten wir folgende Schétzung der Quantile

quantil (shosho,c(0.25,0.5,0.75),0,1)
[1] 0.606 0.628 0.672

quantil (shosho,c(0.25,0.5,0.75),0.5,0.5)
[1]10.606 0.641 0.681
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quantil (shosho,c(0.25,0.5,0.75),0,0)
[1] 0.6060 0.6410 0.6855

quantil (shosho,c(0.25,0.5,0.75),1,1)
[1] 0.6060 0.6410 0.6765

In S-PLUS ist eine Funktion quantile implementiert, die die Quantile fiir
den Fall v = und = 1 bestimmt.

quantile(shosho,c(0.25,0.5,0.75))
25% 50% 75%
0.606 0.641 0.6765

Ruft man diese Funktion nur mit dem Datenvektor auf, so werden die fiir
den Boxplot benotigten Zahlen als Ergebnis geliefert:

quantile(shosho)
0%  25%  50% 75% 100%
0.553 0.606 0.641 0.6765 0.933

Beim Boxplot wird nun ein Kasten vom unteren Quartil bis zum oberen
Quartil gezeichnet. Auflerdem wird der Median als Linie in den Kasten ein-
gezeichnet. Von den Réndern des Kastens bis zu den Extremen werden Linien
gezeichnet.

Um Ausreifler zu markieren, wird der letzte Schritt in der Regel folgender-
maflen modifiziert:

Sind Punkte mehr als das 1.5-fache der Kastenbreite von Quartilen entfernt,
so wird die Linie nur bis zum 1.5-fachen der Kastenbreite gezeichnet. Alle
Punkte, die aulerhalb liegen, werden markiert.
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Der folgende Aufruf liefert einen Boxplot:

boxplot (shosho)

0.9 —
0.8 —
0.7 —

0.6 —

e

Dieser Boxplot sieht nicht ganz so aus, wie man ihn aus den Lehrbiichern
gewohnt ist.
Durch die Ubergabe weiterer Parameter erhilt man das gewohnte Bild:

boxplot (shosho,boxcol=1,medline=T,medcol=1,outline=F,
outpch="x*" medlwd=0.5,
main="Boxplot der Schoschonen Daten")

Boxplot der Schoschonen Daten

0.9 —

0.8 —

0.7 —

0.6 —
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Am Boxplot ist zu erkennen, dafl zwei Punkte Ausreifler sind. Ansonsten
sieht er so aus, wie man ihn bei Normalverteilung erwarten wiirde. So liegt der
Median genau in der Mitte des Kastens. Ohne die Ausreifier ist die Verteilung
symmetrisch.

Die klassische Graphik zur Darstellung des Datensatzes eines stetigen Merk-
mals ist das Histogramm.

Zur Erstellung eines Histogramms geht man folgendermaflen vor:

Man wéhlt k£ + 1 Klassengrenzen xj, x7, ...,z und teilt den Wertebereich
der Variablen in k Klassen auf:

T I G IO ]

Dann bestimmt man den Anteil h, der Beobachtungen, die in die i.te Klasse
fallen.
Das Histogramm f () an der Stelle z ist dann definiert durch:

hi

. * *
. — fiir 2}, <z <72
0 sonst

Das Histogramm besteht aus Rechtecken iiber den Klassen, deren Breite der
relativen Haufigkeit der Klasse entspricht.
Es ist iiblich, alle Intervalle gleich breit zu wéhlen. Dies ist auch die Vorge-
henweise in der Funktion hist in S-PLUS.
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Der folgende Aufruf liefert ein Histogramm, bei dem die Klassengrenzen und
Anzahl der Klassen automatisch gewahlt werden.

hist(shosho,main="Histogramm der Rechtecke der Schoschonen")

Histogramm der Rechtecke der Schoschonen

] -
o - ___
T T T 1

r T
0.5 0.6 0.7 o.8 0.9 1.0

shosho

Es ist moglich, hist so aufzurufen, dafi kein Histogramm erstellt wird, son-
dern die Klassengrenzen und die Besetzungshéaufigkeiten der Klassen ausge-
geben werden.

hist(shosho,plot=F)
$breaks:

[1] 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
$counts:

[1] 314 1 1 1

In S-PLUS werden also runde Klassengrenzen gewéhlt.



1.2. DIE NORMALVERTEILUNGSANNAHME 89

Das Histogramm ist ein Schétzer der Dichtefunktion, der jedoch nicht glatt
ist.

Rosenblatt hat als erster sogenannte Kerndichteschétzer vorgeschlagen.
Er geht davon aus, daf§ die Dichtefunktion f (z) die Ableitung der Vertei-
lungsfunktion F'y(z) ist.

Es gilt also

fylz) = iF(%ﬁﬁ%P@’h<X<xM) (1.1)

Fiir jeden Wert von h kénnen wir P(X —h < X < x + h) durch den Anteil
der Beobachtungen schitzen, die in das Intervall (x — h,z + h) fallen:

R 1
P(X —h< X <x+h)=—"-(Anzahl von Xi,..., X, in (x — h,z + h))
n
Somit erhalten wir als Schétzer der Dichtefunktion:

p 1
fx(z) = hn - (Anzahl von Xy, ..., X, in (x — h,x + h))

Diesen Schétzer kann man auch folgendermaflen darstellen:

1 X1 r—X;
_E;E( h)

mit

0.5 fir |z]<1

w(z) =

0 fir |z[>1

Also gilt
w =0.

h Y
wenn gilt

h

Dies ist aber dquivalent zu
Xi—h<z<X;+h

Jeder Punkt im Intervall X; — h < z < X, + h liefert also zur Summe den
Beitrag 0.5.

Der Schétzer wird also so konstruiert, dafl man ein Rechteck der Breite 2h

1
und Hohe 7.7 W jede Beobachtung legt und die Hohen dieser Rechtecke
n

aufsummiert.
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Das folgende Bild veranschaulicht den Dichteschédtzer mit h=2 fiir den Da-
tensatz:

3 4 6 9

0.06 —|

0.04 —

0.02 —

0.0 —

Jede Gerade entspricht dem Beitrag einer Beobachtung zur Schétzung der
Dichtefunktion in ihrer Umgebung.
Addieren wir die Geraden auf, so erhalten wir dann folgende Dichteschétzung;:

0.20 —

0.15 —

0.10 —

0.05 —|

0.0 —

Der Schétzer ist so konstruiert, dal alle Punkte in der Umgebung einer Be-
obachtung das gleiche Gewicht erhalten. Eine Beobachtung liefert also fiir
alle Punkte in ihrer Umgebung den gleichen Beitrag zur Dichtefunktion.
Dies fiithrt dazu, dafl die geschétzte Dichtefunktion nicht glatt ist.
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Um einen glatteren Verlauf der geschétzten Dichtefunktion zu erhalten, sollte
man die Gewichtungsfunktion w(u) so wihlen, dafl der Beitrag einer Beob-
achtung zur Dichteschédtzung mit wachsendem Abstand von ihr abnimmt.
Wahlt man dann als Gewichtungsfunktion eine Dichtefunktion, so besitzt
auch die Dichteschétzung alle Eigenschaften einer Dichtefunktion.

Die Gewichtungsfunktion w(u) heifit auch Kernfunktion.

In der Literatur gibt es eine Reihe von Vorschlidgen fiir die Wahl der Kern-
funktion.

Die klassische Wahl ist der Gauss-Kern:

Dies ist gerade die Dichtefunktion der Standardnormalverteilung.

Weitere Kernfunktionen sind bei Silverman: Density Estimation zu finden.
Schauen wir uns an, was passiert, wenn wir fiir den obigen Datensatz die
Dichtefunktion mit einem Gausskern mit A = 1.5 schétzen.

Wir legen um jede Beobachtung eine Dichtefunktion der Normalverteilung
mit o = 1.5 und erhalten folgendes Bild:

0.25 —

0.20 —

0.15 —

0.10 —

0.05 —

0.0 —
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Dann addieren wir diese Kernfunktionen auf und erhalten folgendes Bild:

Kerndichteschaetzung Gausskern h=1.5

In S-PLUS existiert eine Funktion density zur Schéitzung einer Dichtefunk-
tion. Bei dieser wird standardméfig ein Gauss-Kern verwendet. Neben dem
Datensatz mufl man noch die Fensterbreite 2h iibergeben.

Die folgenden Bilder zeigt den Dichteschétzer der Schoschonendaten mit
Gausskern fiir unterschiedliche Werte von h:

Gausskern h=0.025 Gausskern h=0.05

6 4

s
5 4
6 - a -
3 4

a 4
P

>
1 4
o -~ o -

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
shosho shosho
Gausskern h=0.1 Gausskern h=0.2

s
3.0
4 2.5
3 4 2.0 -
1.5 1

>
1.0 4

1
0.5 H
o -~ 0.0 +

T T T T T T T T
0.4 0.6 0.8 1.0 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

shosho shosho
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Den Bildern kann man folgendes entnehmen:

Mit wachsendem h wird die Dichteschétzung immer glatter, dabei gehen aber
lokale Informationen verloren. Fiir A = 0.2 erhalten wir fast eine Normalver-
teilung. Lokale Unterschiede werden fiir kleine Werte von h gut wiedergege-
ben, wihrend die Kurve nicht sehr glatt wirkt.

In der Literatur gibt es eine Vielzahl von Vorschldgen fiir die Wahl von h.
So findet man bei Silverman:

— 0.9 min(s. 14"y 02
h = 0.9 min(s, 1‘34) n

Dabei sind:

I N2
Szdn—l ; (x; — T)
und

1qr = Zo.75 — To.25
Die erste Grofle ist also die Standardabweichung, und iqr ist der Interquar-
tilsabstand.
Den Interquartilsabstand erhélt man durch:

igr<-quantile(shosho) [4] -quantile(shosho) [2] iqr
75%
0.0705
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Wir wéhlen hier h = igr.

plot(density(shosho,width=2*iqr) ,xlab="shosho",ylab="",
type="1",main="Dichteschaetzer Schoschonen")

Dichteschaetzer Schoscho-nen

T T T T T T
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

shosho

Auch der Dichteschétzer deutet auf Ausreiffer und Symmetrie im Zentrum
hin.



1.2. DIE NORMALVERTEILUNGSANNAHME 95

Die letzte Graphik, die wir noch betrachten wollen, dient dazu, Abweichungen
von der Normalverteilung aufzudecken.

Sie wird normal-probability-plot genannt.

Es werden die geordneten Werte (1, . .., x(n) gegen spezielle Quantile 2, der
Standarnormalverteilung gezeichnet.
In Anlehnung an die Quantilschdtzung wird ;) gegen z, mit p = - +Zf—77— 5

gezeichnet,.
Im Idealfall liegen alle Punkte auf einer Geraden.
Diese Idealgerade kann man in S-PLUS hinzufiigen.

qqnorm(shosho,main="Q-Q-Plot der Schoschonen Daten",cex=0.6)
qqline(shosho)

Q-Q-Plot der Schoschonen Daten

Quantiles of Standard Normal

Das Bild zeigt, dafl die Normalverteilungsannahme fiir die meisten Beobach-
tungen gerechtfertigt ist. Es fallen aber wieder die zwei Ausreifler auf.
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1.3 Robuste Schitzer

Das arithmetische Mittel ist empfindlich gegeniiber extremen Beobachtun-
gen. Schéitzer, bei denen dies nicht der Fall ist, heilen robust. Es ist na-
heliegend, extreme Beobachtungen aus der Stichprobe zu entfernen und den
Mittelwert der iibriggebliebenen zu bestimmen. Dabei wird einer fester Anteil
a von beiden Réndern der geordneten Stichprobe z(yy, ..., z(,) entfernt.
Man spricht in diesem Fall von einem a-getrimmten Mittelwert.

Formal kann man einen a-getrimmten Mittelwert folgendermaflen beschrei-
ben:

Man gibt einen Anteil o vor und berechnet

Bo= ——— T
n=2lnal 27,

Dabei ist |u] der ganzzahlige Anteil von v mit u > 0, z.B. [2.3] = 2.
Der Datensatz shosho enthélt 20 Beobachtungen. Wollen wir den 0.05-getrimmten
Mittelwert bestimmen, so streichen wir das Maximum und das Minimum aus
der Stichprobe und berechnen den Mittelwert der restlichen 18 Beobachtun-
gen, da gilt

[20-0.05] = 1.

In S-PLUS kann man den a-getrimmten Mittelwert mit Hilfe der Funktion
mean bestimmen.
Wir miissen das Argument trim auf den Anteil o setzen.

mean (shosho,trim=0.05)
[1] 0.6513333
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Die folgende Tabelle zeigt Z, in Abhédngigkeit von « fiir den Datensatz
shosho

o To

0 | 0.6605
0.05 | 0.6513
0.10 | 0.6444
0.15 | 0.6418
0.20 | 0.6405
0.25 | 0.6395
0.30 | 0.6396
0.35 | 0.6397
0.40 | 0.6398
0.45 | 0.6410
0.50 | 0.6410

Welcher der getrimmten Mittelwert gibt die Lage des Datensatzes am besten
wieder?

Wie soll man also den Trimmanteil o wéhlen?

Wenn man statistisch argumentiert, so konnte man sagen, dafl man den
Schétzer wéhlen sollte, der am genauesten ist.

Ein Ma8B fiir die Genauigkeit ist die Varianz.

Leider ist die Varianz der einzelnen Schéitzer unbekannt. Man kann sie aber
schétzen.

Eine Moglichkeit bietet der Bootstrap.

Wir haben schon weiter oben gesehen, dafl man die Verteilung einer Sta-
tistik durch Simulation bestimmen kann. Hierzu erzeugt man Stichproben
aus der Verteilung und bestimmt fiir jede Stichprobe den Wert der Statistik.
Die empirische Verteilung der Statistik approximiert dann die theoretische
Verteilung.

Nun ist in der Regel die Verteilung die Verteilungsfunktion Fy (x) der Grund-
gesamtheit unbekannt.

Efron hat nun 1979 vorgeschlagen, die Stichproben nicht aus der unbekannten
Verteilungsfunktion F'y(z) sondern aus der empirischen Verteilungsfunktion
F,(x) zu ziehen.

Man muf} also aus der Stichprobe xq,...,x, mit Zuriicklegen Stichproben
xy,...,x, ziehen.
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Ist man nun an der Verteilung einer Statistik = 9(X1,...,X,) interessiert,
wenn gilt X; ~ Fy(x), so approximiert der Bootstrap diese Verteilung durch
die Verteilung von 6* = ¢(X7,..., X*), wobei gilt X* ~ F, ().

Die Bootstrap-Verteilung kann man nun mit Hilfe von Simulation bestimmen:

1. Erzeuge eine Bootstrap-Stichprobe 7, ..., z} durch Ziehen mit Zuriick-
legen aus der Stichprobe xq,..., x,.
2. Bestimme 0% = g(zt,...,z7) .

3. Wiederhole die Schritte 1. und 2. B-mal.

4. Approximiere die Verteilung von 6 = 9(X1,...,X,) durch die Vertei-
lung von 6* = g(X7, ..., X}).

Wir wollen nun die Bootstrap-Verteilung des arithmetischen Mittels und des
Medians fiir die Shoshonen-Daten vergleichen.

Mit Hilfe der Funktion sample kann man eine Stichprobe vom Umfang n aus
den natiirlichen Zahlen 1 bis N ziehen.

Der Aufruf

sample (49,6)
[1] 10 36 1 38 26 14

zieht ohne Zuriicklegen 6 Zahlen aus den natiirlichen Zahlen 1 bis 49.
Der Aufruf

sample (49,6 ,replace=T)
[1] 1 46 35 1 30 27

zieht mit Zuriicklegen 6 Zahlen aus den natiirlichen Zahlen 1 bis 49.

Wir konnen auch direkt aus einem Vektor w der Lange n eine Stichprobe vom
Umfang n mit Zuriicklegen ziehen durch

sample (w,replace=T)

Wir bestimmen nun zunéchst die Bootstrap-Verteilung des Mittelwerts der
Shoshonen-Daten.

Dabei wéhlen wir B = 1000.

Zuerst erzeugen wir einen Vektor v der Liange 1000, der nur Nullen enthélt.
In diesen schreiben wir dann die einzelnen Realisationen.

In einer Schleife ziehen wir wiederholt mit Zuriicklegen Stichproben vom
Umfang 20 aus den Shoshonen-Daten und bestimmen fiir jede Stichprobe
den Mittelwert.
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In S-PLUS sieht das dann so aus:

v<-rep(0,1000)
for(i in 1:1000)
v[i]<-mean(sample(shosho,replace=T))

Wir konnen dann die Varianz von v bestimmen:

var (v)
[1] 0.0004221173

Nun bestimmen wir noch die Bootstrap-Verteilung des Medians.

v<-rep(0,1000)
for(i in 1:1000)
v[i]<-median(sample(shosho,replace=T))

Die Varianz ist:

var (v)
[1] 0.0005086249

Wir sehen, dafl die Varianz des Mittelwerts kleiner ist.

Wir wiirden also den Mittelwert dem Median vorziehen.

Um nun einen geeigneten Schétzer fiir den Lageparameter der Schoschonen-
Daten zu finden, fithren wir die obigen Schritte fiir unterschiedliche Werte
von « beim a-getrimmten Mittelwert durch.

Wir sollten in diesem Fall aber die Verteilung der Stichprobe symmetrisieren,
da nur bei einer symmetrischen Verteilung der getrimmte Mittelwert eine
erwartungstreue Schitzung des Erwartungswertes ist. In diesem Fall kann
man dann auch die Schétzer hinsichtlich der Varianz vergleichen.

Wie symmetrisiert man die Stichprobe?
Im Buch von Davison und Hinkley findet man die Losung.

Ist z1, ..., x, die Stichprobe, so bestimmt man den Median xq 5 und erweitert
die Stichprobe um

To.5 — (901 - I0.5), <o L05 (fL‘n - $0.5)-
Aus der Stichprobe

T1y--+, Ty, Lo5 — (xl - 3305); ey L5 (xn - $0.5)

zieht man dann die Bootstrapstichproben.
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Wir bilden also zunéchst die symmetrisierte Stichprobe:

shoshos<-c(shosho,2*median (shosho)-shosho)

shoshos

[1] 0.693 0.662 0.690 0.606 0.570 0.749
0.672 0.628 0.609 0.844 0.654

[12] 0.615 0.668 0.601 0.576 0.670 0.606
0.611 0.553 0.933 0.589 0.620

[23] 0.592 0.676 0.712 0.533 0.610 0.654
0.673 0.438 0.628 0.667 0.614

[34] 0.681 0.706 0.612 0.676 0.671 0.729 0.349

Dann ziehen wir wiederholt Stichproben aus der symmetrisierten Stichprobe
und bestimmen fiir jede den 0.05-getrimmten Mittelwert.

v<-rep(0,1000)
for(i in 1:1000)
v[i]<-mean(sample (shoshos,replace=T) ,trim=0.05)

Dann schatzen wir die Varianz.

var (v)
[1] 0.0001660668

Die folgende Tabelle gibt die geschétzten Varianzen wieder:

a | Var(za)
0 | 0.0003869

0.05 | 0.0001661
0.10 | 0.0001106
0.15 | 0.0000971
0.20 | 0.0001046
0.25 | 0.0001140
0.50 | 0.0002159

Die kleinste Varianz hat der 0.15-getrimmte Mittelwert, was angesichts der
Ausreifler schon aus dem Boxplot ersichtlich war.
Die getrimmten Mittelwerte werden auch als L-Schétzer bezeichnet, da sie
eine Linearkombination der Orderstatistiken sind.
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Wir wollen noch eine weitere Klasse betrachten, die sogenannten M-Schétzer.
Das arithmetische Mittel

erfiillt die Bedingung

i=1
Wir hétten also das arithmetische Mittel auch so gewinnen kénnen, dafl wir
von der Beziehung

i(wi—a):0

ausgehen und den Wert von a bestimmen, fiir den diese Beziehung erfiillt ist.
Wie kénnen wir diesen Ansatz verallgemeinern?

Sei
() =t.
Dann gilt
Uz —2) =0
i=1
Gegeben sei der Datensatz
x<-c(1,4,5,8,17)
X
(11 1 4 5 817
Wir definieren die Funktion
psi.mean<-function(x)
{ x
}
Wir sehen, dafl R
==

Losung von

ist.

sum(psi.mean(x-mean(x)))
(11 ©
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Der Median x5 erfiillt die Bedingung

n

> (i — mo5) =0

i=1

mit
—1 fiir t<0
bt)={ 0 fir t=0
1 fur t>0

Wir bestimmen auch hier die Losung fiir den obigen Datensatz mit S-PLUS.
Wir definieren die Psi-Funktion des Medians:

psi.median<-function(x)
{ as.numeric((x>0)-(x<0))

}
und berechnen

sum(psi.median(x-median(x)))
(11 o

Der Mittelwert und der Median gehoren zu einer speziellen Klasse von Schét-
zern, den sogenannten M-Schétzern.
Diese erfiillen die Bedingung

Pz —0) =0

1

n
1=

wobei 1(t) eine Funktion ist, die als Psi-Funktion bezeichnet wird.
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Die Psi-Funktion des Mittelwerts hat folgende Gestalt

psi(f)
o]
|

und die Psi-Funktion des Medians die nachstehende Gestalt

1.0 —

0.5 —

pi()

0.0 —

_0.5 —

1.0 -

Von Huber wurde nun eine Psi-Funktion vorgeschlagen, die einen Ubergang
zwischen Mittelwert und Median beschreibt.

—k fir t< —k
Wity =4 t fir —k<t<k
k fir t>k
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Wir k = 2 ergibt sich folgender Funktionsverlauf.

psif)
o
|

Am Rand des geordneten Datensatzes gewichtet die Huber-Funktion wie der
Median, wihrend sie in der Mitte des Datensatzes wie der Mittelwert gewich-
tet.

Fiir k=0 erhalten wir den Median und fiir k& — oo ergibt sich der Mittelwert.

Wir kénnen uns ganz einfach die Psi-Funktion von Huber als S-PLUS Funk-
tion schreiben.

psi.huber<-function(x,k)
{ pmin(pmax(x,-k),k)
}

Wie konnen wir den Schéatzer bestimmen?
Der M-Schiitzer § erfiillt die Gleichung;:

n

> h(a; —0) =0,

i=1

Wir multiplizieren den Ausdruck in der Summe mit

~

und erhalten
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Mit )
w; = Qﬂ(% —AH)

muf also gelten
i=1

Diesen Ausdruck konnen wir nun umformen:
n . n
i=1 =1

Somit mufl gelten
D Tiw;

0 =
Z?:1 wy

Nun héngt w; aber von 0 ab.

Um zu einer Lésung zu kommen, miissen wir die Vorgehensweise iterieren.
Mit -

V(xi — 1)

Wi -1 = =
i — Ok

erhalten wir als Schatzer auf der k.ten Stufe

b, — Doy T Wik—1
k= "<
Eizl Wi k-1

wobei 0)_; der Schiitzer auf der (k-1)-ten Stufe ist.

Auf der ersten Stufe wihlen wir fiir f, den Median der Beobachtungen.
Wir kénnen dieses Verfahren implementieren, miissen aber beriicksichtigen,
dafl z; — 0,,_1 den Wert 0 annehmen kann. In diesem Fall wiirden wir durch
0 dividieren.

Wir setzen hier w; ,_; gleich 1.

Wir erhalten also folgende Funktion

w.huber<-function(w, k) {

i0 <- w ==
ip<—w !=0
w[i0] <- 1

wlip] <- psi.huber(w[ip], k)/w([ip]
W}
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Die folgenden Anweisungen zeigen eine Iterationsolge.

Dabei ist te der alte Schétzer, ten der neue Schétzer und wn der Vektor der
Gewichte.

Wir starten mit dem Median.

te<-median(x)

wn<-w.huber (x-te,2)

wn

[1] 0.5000000 1.0000000 1.0000000 0.6666667 0.1666667
ten<-sum(wn*x) /sum(wn)

ten
[1] 5.3

te<-ten
wn<-w.huber (x-te,2)

wn
[1] 0.4651163 1.0000000 1.0000000 0.7407407 0.1709402

ten<-sum(wn*x) /sum(wn)

ten
[1] 5.418455

te<-ten
wn<-w.huber (x-te,2)

wn
[1] 0.4526469 1.0000000 1.0000000 0.7747300 0.1726885

ten<-sum(wn*x) /sum(wn)

ten
[1] 5.466422
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Wir brechen ab und schreiben eine Funktion, die diese Schritte durchfiihrt,
bis sich der Schétzer nicht mehr &ndert.

huber<-function(x, k) {

te <- median(x)

repeat {
wn <- w.huber(x - te, k)
ten <- sum(wn * x)/sum(wn)
if (abs(te - ten) < 1e-007)

break

te <- ten

te
}

Wir rufen die Funktion mit dem Datensatz x fiir £ = 2 auf:

huber (x,2)
[1] 5.5

Der Mittelwert und der Median sind skalenédquivariant.
Multiplizieren wir alle Beobachtungen mit einer Konstanten k, so nehmen
auch Mittelwert und Median den k-fachen Wert an.

X2<-X*2

mean (x)
(11 7
mean (x2)
[1] 14

median (x)
(11 5
median(x2)
[1] 10

Wie wir an unserem Beispiel feststellen konnen, besitzen M-Schétzer in der
Regel nicht diese Eigenschaft.

huber (x2,2)
[1] 10
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Wir miissen bei der Schitzung also einen Skalenparameter S beriicksichtigen,

d.h. die Lésung von A
n T; — 0

=0

o ("57) -0

i=1

zu bestimmen.
Es liegt nahe, als Skalenparameter die Stichprobenstandardabweichung

n—1iH

zu verwenden.

Diese ist aber keine robuste Schéitzung des Skalenparameters.
Eine robuste Schétzung ist der MAD (median absolute deviation).
Dieser ist definiert durch

MAD = Median{\xl — 1’0.5‘, e ‘ﬂfn — 1’0.5‘}

wobel xg 5 der Median ist.

Bei der Standardnormalverteilung nimmt der M AD den Wert 0.6745 an.
Dies ist gerade der 0.75-Prozentpunkt der Standardnormalverteilung.

Dies kann man folgendermaflen zeigen.

Sei Z standardnormalverteilt.

Gesucht ist die Verteilungsfunktion von Y = |Z].
Es gilt

Fy(y) = P(Y <y)
= P(Zl <y)
= P(-y<Z<y)
= ®(y) — 2(—y)
= 20(y) —1
Wir suchen den Wert yq5 von vy, fiir den gilt

Fy(yo5) =0.5

Es muf3 also gelten
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Hieraus folgt
D(yo5) = 0.75

und somit
Yos = ®1(0.75) = 0.6745

Um einen konsistenten Schétzer fiir den MAD bei Normalverteilung zu er-
halten, dividieren wir den M AD durch 0.6745.

In S-PLUS ist der MAD in der Funktion mad implementiert.

Betrachten wir aber zunéchst die einzelnen Schritte bei der Berechnung.

x-median(x)
[11 -4 -1 0 3 12

abs (x-median(x))
[1] 4 1 0312

median(abs(x-median(x)))
[1] 3

median (abs (x-median(x)))/0.6745
[1] 4.447739

Der Aufruf von mad liefert das gleiche Ergebnis:

mad (x)
[1] 4.4478

Wenn wir noch den Skalenparameter beriicksichtigen, miissen wir die Funk-
tion Huber nur an einer Stelle modizieren. Wir miissen bei der Bestimmung
der Gewichte den Skalenparameter beriicksichtigen.

Xy — ék—l
o)
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Dies geschieht durch

hubers<-function(x, k) {

te <- median(x)

s<-mad (x)

repeat {
wn <- w.huber((x - te)/s, k)
ten <- sum(wn * x)/sum(wn)
if(abs(te - ten) < 1e-007)

break

te <- ten

te
}

Fiir den Datensatz erhalten wir als Huber-Schétzer, wenn wir den MAD
beriicksichtigen:

hubers(x,2)
[1] 6.7239

hubers(x2,2)
[1] 13.4478

In S-PLUS existiert die Funktion location.m.
Um den Huber-Schétzer zu bestimmen, mufl man aufrufen

location.m(x,psi.fun="huber",parameters=2)
[1] 6.7239

Das Argument parameters ist der Wert von k.

location.m(x,psi.fun="huber",parameters=2)
[1] 6.7239
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Fiir die Shoshonen erhalten wir fir &£ = 1.5:

huber (shosho,k=1.5)

$mu :

[1] 0.6433751

$s:

[1] 0.0496671
und fir k = 2:
huber (shosho, k=2)
$mu :

[1] 0.6468237

$s:

[1] 0.0496671
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1.4 Nichtparametrische Tests

1.4.1 Der Vorzeichentest

In diesem Abschnitt werden wir uns mit Tests im Einstichprobenproblem
beschiiftigen, die ohne eine spezielle Verteilungsannahme fiir die Grundge-
samtheit auskommen.

Solche Tests werden auch als verteilungsfreie Tests oder nichtparametri-
sche Tests bezeichnet.

Der t-Test ist ein Test auf den Erwartungswert einer normalverteilten Grund-
gesamtheit. Der Erwartungswert mufl aber nicht immer existieren. Dies ist
zum Beispiel bei der Cauchyverteilung der Fall (siche dazu Rice: Mathema-
tical Statistics and Data Analysis, S.108).

Ein Lageparameter, der immer existiert ist der Median M.

Fiir den Median M gilt

P(X < M) <05< P(X < M) (1.2)

Wir wollen im folgenden davon ausgehen, dafl die Verteilungsfunktion Fy(x)
am Median M stetig ist.
Dies hat folgende Konsequenz:

P(X =M) = lim Pz < X < M)
M

= Fx(M) - Fx(M)
=0

Ist F'y(x) nicht stetig in M, so gilt P(X = M) > 0.
Schauen wir uns dazu ein Beispiel an:

0 fir z<0

04 fir 0<z<1
0.8 fir 1<x<?2
1 fir 2<z

Fy(z) =

Es gilt also
P(X <1)=Fx(0)=04

und
P(X <1)=Fx(1)=0.8
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Also ist der Median gleich 1.
Es gilt P(X =1) =0.4 und P(X > 1) =0.2.
Ist aber F'y(x) am Median stetig, so gilt immer

P(X < M)=P(X>M)=05

und
P(X=M)=0.

Diese Eigenschaft kann man nun benutzen, um einen einfachen Test auf den
Median zu konstruieren.

Wir wollen testen
Hy: M =M, gegen H;:M # M

Wenn M, der wahre Wert des Medians M in der Grundgesamtheit ist, so
erwarten wir, daf§ die Hélfte der Beobachtungen groflier als M, ist.

Dies ist die Idee, die hinter dem Vorzeichentest steht.

Wir zéhlen, wie viele der Beobachtungen gréfler als M sind. Ist diese Anzahl
zu grof oder zu klein, so spricht dies dagegen, dafl My der Wert des Medians
in der Grundgesamtheit ist.

Die folgenden Bilder veranschaulichen die Situation.

Die folgende Verteilung der Beobachtungen spricht dafiir, dal der Median
der Grundgesamtheit, aus der die Stichprobe gezogen wurde, gleich 0 ist.

Die folgende Verteilung der Beobachtungen spricht dagegen dafiir, dafi der
Median der Grundgesamtheit, aus der die Stichprobe gezogen wurde, gréfer
als 0 ist.
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Die folgende Verteilung der Beobachtungen spricht dafiir, dafl der Median
der Grundgesamtheit, aus der die Stichprobe gezogen wurde, kleiner als 0
ist.

Wir kénnen ohne Beschréinkung der Allgemeinheit M, gleich 0 setzen. Wollen
wir nédmlich iiberpriifen, ob M einen Wert M, annimmt, der ungleich 0 ist,
so subtrahieren wir M, von allen Beobachtungen und zihlen wieviele der
Beobachtungen grofler als 0 sind.

Ist ndmlich My der Median von X, so gilt:

P(X < My) <0.5 < P(X < M)
Hieraus folgt
P(X —My<0)<05<P(X—M;<0)

Also ist 0 der Median von X — My, wenn M, der Median von X ist.
Schreiben wir uns nun die Annahmen und die Vorgehensweise des Vorzei-
chentests formal auf:

Ausgangspunkt sind die Realisationen x4, ..., x, der unabhéngi-
gen, identisch mit einer am Median M stetigen Verteilungsfunk-
tion Fy(x) verteilten Zufallsvariablen X, ..., X,.

Es soll getestet werden:
Hy: M =0 gegen H;:M#0

Wir betrachten die Zufallsvariablen s(X7),. .., s(X,) mit

s(z) =

0 sonst

{1 fir >0

Die Funktion s(x) nimmt also den Wert 1 an, wenn x positiv ist, ansonsten
ist sie 0.
Unter H, gilt

P(s(X;) =1) = P(X; > 0) = 0.5

und
P(s(X;) =0)=P(X; <0)=0.5.
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Die Zufallsvariablen s(X}), ..., s(X,) sind also identisch bernoulliverteilt mit
Parameter p = 0.5.

Auflerdem sind sie unabhéngig, da sie Funktionen der unabhéngigen Zufalls-
variablen X7, ..., X, sind. (siche dazu Mood,Graybill,Boes: Introduction to
the theory of statistics, S.151).

Als Teststatistik wéhlen wir die Anzahl der Beobachtungen, die gréfler als 0
sind, d.h.

n

S=> s(X)

i=1
Diese ist unter Hy binomialverteilt mit den Parametern n und p = 0.5, da
s(X1),...,s(X,) unabhéngige, identisch mit Parameter p = 0.5 bernoulli-
verteilte Zufallsvariablen sind.
Es gilt also

Pu(S=s) = (Z) 0.5 - 0.5

e

Zu grofe bzw. zu kleine Werte von S sprechen nun gegen Hj. Sind ndmlich
fast alle Beobachtungen gréfler als 0, so spricht dies dafiir, dafl der wahre
Wert des Medians grofier als 0 ist. Sind hingegen fast alle Beobachtungen
kleiner als 0, so spricht dies dafiir, daff der wahre Wert des Medians kleiner
als 0 ist.

Es gilt

n

Py, (S=n—s) = ( )0.58-0.5"_82

n—s

- (") 0.5°- 0.5"*
S
n

_ ()w
S

Also ist die Verteilung von S unter Hy symmetrisch beziiglich ihres Erwar-
tungswertes. Somit wéhlen wir den Ablehnbereich beim zweiseitigen Test
symmetrisch.
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Wir lehnen also Hy ab, wenn gilt:
S < Sa/2

oder
S > S1_a/2

Dabei sind s4/2 und s1_4/2 das a/2-Quantil bzw. 1 — «/2-Quantil einer Bi-
nomialverteilung mit den Parametern n und p = 0.5.
Natiirlich kénnen auch einseitige Tests durchgefiihrt werden. Im Testproblem

Hy: M <0 gegen Hy:M >0
wird H, abgelehnt, wenn S zu grof§ ist, d.h.
S Z S1—a

Im Testproblem
Hy: M >0 gegen H,: M <0

wird Hy abgelehnt, wenn S zu klein ist, d.h.

S < s,

Mit Hilfe der Funktion binom.test konnen wir den Vorzeichentest durch-
fiihren:

anz<-sum(shosho>0.618)
n<-length(shosho)

binom.test(anz,n,0.5)

Exact binomial test
data: anz out of n number of successes = 11, n = 20,
p—value =0.8238
alternative hypothesis: true p is not equal to 0.5

Die Argumente der Funktion sind:
e anz: Anzahl der Beobachtungen, die grofler als 0.618 sind
e n: Anzahl der Beobachtungen

e p: 0.5
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Wie wir sehen, sind 11 Beobachtungen grofer als 0.618. Die Uberschreitungs-
wahrscheinlichkeit betragt 0.8238.

Dies sieht man folgendermaflen:

P(S<9)+P(S>11) = 1—P(S=10)

20
= 51
(5] 010

= 0.8238

Wir lehnen also Hy nicht ab.

Fiir grofle Werte von n ist es mithsam, die Wahrscheinlichkeiten der Binomi-
alverteilung zu bestimmen. Hier kann man auf die Normalapproximation der
Binomialverteilung zuriickgreifen.

Es gilt approximativ:

Im Testproblem
Hy: M =0 gegen H;:M#0

lehnt man also Hy ab, wenn gilt

n N4
S< - =225
=5 “l—a/2 9

oder

n Vn
S>— Cajo ——
_2+2’1 275

Im Testproblem
Hy: M <0 gegen Hy: M >0

lehnt man also Hy ab, wenn gilt

n N4
S > — o —
=5 T A-ag

Im Testproblem
Hy: M >0 gegen Hy: M <0

lehnt man also Hy ab, wenn gilt

n vn
S < — — 214 —
=9 T ey

Dabei ist z, das p-Quantil der Standardnormalverteilung.
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In der Praxis kann es vorkommen, dafl eine oder mehrere Beobachtungen
den Wert 0 annehmen, obwohl die Verteilung stetig ist. Dies diirfte eigentlich
nicht passieren.

Ist man nur daran interessiert, daf§ gilt P(X > 0) = P(X < 0), so besitzen
die Beobachtungen, die den Wert 0 annehmen, keine Information fiir dieses
Problem. Also sollte der Test nur fiir die Beobachtungen durchgefiihrt wer-
den, die ungleich 0 sind. Man spricht in diesem Fall von einem konditionalen
Vorzeichentest.

Eine genaue Analyse des konditionalen Vorzeichentests ist bei Gibbons,Pratt:
Concepts of Nonparametric Theory, S. 97-104 zu finden.
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1.4.2 Fishers Permutationsprinzip

Den Vorzeichentest kann man auch unter folgendem Aspekt betrachten:
Wir gehen aus, dal Hy : M = 0 zutrifft.
Dann gilt

P(X >0)=P(X <0)=0.5.
Also ist das Vorzeichen jeder Beobachtung a priori mit Wahrscheinlichkeit
0.5 positiv und mit Wahrscheinlichkleit 0.5 negativ.
Da die Zufallsvariablen X, ..., X, unabhéngig sind, sind auch die Vorzeichen
der X; unabhéngig.
Sei V= (V1,...,V,) der Vektor der Vorzeichen.
Dann gilt

P(V =v)=0.5"

Sei speziell n = 4.
Dann gibt es 2% = 16 mogliche Vorzeichenkonfigurationen:

+ +

+
o+ o+ o+
+ + + +

Lo+ + o+
+ + 1+ o+
+ + + +

+ +

+ +

Jede dieser Konfigurationen hat unter Hy : M = 0 die gleiche Wahrschein-
lichkeit. Unter diesen Konfigurationen sprechen einige gegen die Nullhypo-
these und der Rest dafiir. Uber eine geeignete Teststatistik werden nun die
Konfigurationen in solche aufgeteilt, die fiir die Nullhypothese sprechen und
solche, die gegen die Nullhypothese sprechen.

Im Fall des Vorzeichentests ist die Teststatistik S die Anzahl der positiven
Vorzeichen.
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Dies kann man auch dadurch sehen, daff man das Plus durch eine Eins und
das Minus durch eine Null ersetzt. Den Wert der Teststatistik erhélt man als
Summe der Nullen und Einsen. Dies entspricht der Anzahl der Einsen und
somit der Anzahl der positiven Beobachtungen.

1111 4
0111 3
1011 3
1101 3
1110 3
0011 2
0101 2
0110 2
1001 2
1010 2
1100 2
0001 1
0010 1
0100 1
1000 1
0000 O

Die Verteilung der Teststatistik S unter H ist somit:

s | P(S=s)
0.0625
0.2500
0.3750
0.2500
0.0625

W NN = O

Diese Verteilung hitten wir auch direkt {iber die Binomialverteilung bestim-

men konnen:

n
S

P(st)z(

Der Vorzeichentest ist ein spezieller Permutationstest. Diese wurden von Fis-
her vorgeschlagen.
Der Vorzeichentest benutzt nur die Vorzeichen der Beobachtungen.

) 0.5° fiirs=0,1,2,3,4

Die Verteilung der Teststatistik hangt nicht von der Verteilung der Grund-
gesamtheit ab, wenn die Nullhypothese zutrifft.
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Es stellt sich die Frage, ob nicht auch die Werte der Beobachtungen verwen-
det werden kénnen, um einen Test zu erhalten, bei dem die Verteilung der
Teststatistik nicht von der Verteilung der Grundgesamtheit abhéngt.

Ohne zusétzliche Annahmen iiber die Verteilung der Grundgesamtheit ist
dies nicht moglich.

Nimmt man jedoch an, dafl die Verteilung der Grundgesmtheit symmetrisch
beziiglich 0 ist, so kann man verteilungsfreie Tests konstruieren.

Die Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariablen ist symmetrisch be-
ziiglich 0, wenn fiir alle z € R gilt

Fy(z) =1-Fx(-2)
Fiir die Dichtefunktion gilt somit fiir alle z € R

fx(@) = fx (=)

Die Standardnormalverteilung erfiillt diese Bedingung.

Ist nun die Verteilung von X symmetrisch beziiglich 0, so ist das Vorzeichen-
einer Beobachtung unabhéngig von ihrem Abstand vom Nullpunkt.
Dies gilt aufgrund des folgenden Satzes:

Satz 1.4.1 Die Zufallvariable X sei stetig und besitze die Verteilungsfunk-
tion Fy(z) mit
Fy(z) =1—Fy(—z)

1 fir >0
s(m):{ f

0 sonst

Auflerdem sei

Dann sind | X| und s(X) unabhdingig.
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Beweis:
Wir miissen zeigen

P(IX| <z, s(X) =1) = P(IX]| <z)- P(s(X) = 1)

und
P(IX] <z, s(X) =0) = P(|X] < z) - P(s(X) = 0)

Wir zeigen nur die erste Beziehung. Die zweite ergibt sich analog.
P(|IX|<z,s(X)=1) = P(—z<X <z, X >0)
= PO<X<z,X>0)

= Fy(z) = Fx(0)

da aufgrund der Symmetrie gilt
P(|X|<z) = P(—z< X <ux)
= Fx(z) — Fx(-x)

= Fy(z) — (1 = Fx())
= 2F(z)—1

Dieser Satz hat nun folgende wichtige Konsequenz:

Da die Vorzeichen und Absolutbetriage der Beobachtungen bei einer symme-
trischen Verteilung unabhéngig sind, ist jede Verteilung der Vorzeichen auf
die Absolutbetrige der Beobachtungen gleichwahrscheinlich.

Wir konnen diese Eigenschaft benutzen, um mit Hilfe der Daten einen ver-
teilungsfreien Test zu konstruieren.
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Schauen wir uns dazu ein Beispiel an:
Es soll iiberpriift werden, ob der folgende Datensatz aus einer Verteilung mit
Median 0 stammt, wobei wir unterstellen, dafl diese Verteilung symmetrisch
ist:

3 2 -5 6
Wir betrachten sdmtliche Moglichkeiten, die Vorzeichen auf die Absolutbe-

trige der Beobachtungen zu verteilen und geben auflerdem zu jeder Stich-
probe den Wert von X an.

-2 -3 -5 -6 -4
-2 -3 -6 6 -1
-2 -3 5 -6 -1.5
-2 -3 5 6 1.5
-2 3 -5 -6 -2.5
-2 3 -5 6 0.5
-2 3 5 -6 0
-2 3 5 6 3
2 -3 -5 -6 -3
2 -3 -5 6 0
2 -3 b5 -6 -0.5
2 -3 5 6 2.5
2 3 -5 -6 -1.5
2 3 -5 6 1.5
2 3 5 -6 1
2 3 b5 6 4

Nun kénnen wir die Verteilung von X unter Hy : M = 0 durch Auszihlen
bestimmen.
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Es gilt
T | P(X =1
-4 0.0625
-3 0.0625
-2.5 0.0625
-1.5 0.1250
-1 0.0625
-0.5 0.0625
0 0.1250
0.5 0.0625
1 0.0625
1.5 0.1250
2.5 0.0625
3 0.0625
4 0.0625

Fiir die obige Stichprobe

3 2 -5 6

nimmt X den Wert 1.5 an.
Also gilt fiir die Uberschreitungswahrscheinlichkeit:

Py, (|X| > 1.5) = 2(0.125 + 0.0625 + 0.0625 + 0.0625)
= 0.625

Also lehnen wir zum Signifikanzniveau o = 0.05 nicht ab, daf§ der Median
gleich 0 ist.

Bei einer symmetrischen Verteilung der Grundgesamtheit bietet Fishers Per-
mutationstest die Moglichkeit, unter Beriicksichtigung der Werte der Beob-
achtungen einen verteilungsfreien Test auf den Median durchzufiihren. Der
Test hat jedoch den Nachteil, dafi die Verteilung der Teststatistik fiir jeden
Datensatz neu bestimmt werden muf}. Es gibt 2" unterschiedliche Moglichkeiten,
die Vorzeichen auf die Absolutbetridge der Beobachtungen zu verteilen. Fiir
grofles n ist es sehr miihselig, die Permutationsverteilung zu bestimmen.
Der Ubergang zu Ringen erlaubt es nun, einen Test anzugeben, der die Vor-
teile von Fishers Permutationstest aufweist, bei dem aber die Verteilung der
Teststatistik nicht fiir jeden Datensatz neu bestimmt werden mu#.
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1.4.3 Réange

Sei z1,...,x, eine Stichprobe vom Umfang n, und sei z(y, ...,z die ge-
ordnete Stichprobe mit z;) < ... <z, .

Wir gehen zunéchst davon aus, dal keine identischen Beobachtungen in der
Stichprobe vorliegen. Es gilt also z(;) < ... < x(,). In der Statistik spricht
man davon, dafl keine Bindungen auftreten.

Der Rang r; von x; gibt an, an welcher Position x; in der geordneten Stich-
probe steht, d.h. wieviele der Beoachtungen kleiner oder gleich x; sind.

Beispiel 1.4.1 Die Stichprobe lautet
x1 =493 x5 =487 x3=481 x,=48.6 x5=48.2
Die geordnete Stichprobe ist dann
) =481 x0) =482 w3 =486 wx@u) =487 x5 =49.3

Da xy = 49.3 an der fiinften Stelle in der geordneten Stichprobe steht, gilt also
r1 = 5. Wir kénnen aber auch einfach nur zdhlen, wieviele der Beobachtungen
kleiner oder gleich 49.3 sind und erhalten den gleichen Wert fiir den Rang
von 1.

Analog erhalten wir ro =4,r3 =1, r4 =3 und r5 = 2.

Wir bilden aus den Réngen den Rangvektor r = (rqy,...,r,).

Wenn keine Bindungen vorliegen, ist die Rangvergabe eindeutig, und der
Rangvektor ist eine Permutationen der natiirlichen Zahlen {1,... n}.

Der Rangvektor héngt von den Realisationen der Zufallsvariablen X1, ..., X,

ab und ist somit vor der Erhebung eine Zufallsvariable, die wir mit
R: (Rl,...,Rn)

bezeichnen.
Es gilt nun folgender

Satz 1.4.2 Sind die Zufallsvariablen Xy, ..., X, unabhingig und identisch
verteilt mit stetiger Verteilungsfunktion Fy(x), so gilt

Der Beweis ist z. B. bei Randles, Wolfe: Introduction to the theory of nonpa-
rametric statistics, S.37-38 zu finden.

Dieser Satz hat einige Konsequenzen fiir die angewandte Statistik hat.
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Die wichtigste Konsequenz des Satzes ist:

Die Verteilung des Rangvektors und somit jeder Funktion des
Rangvektors hangt nicht von der Verteilung der Grundgesamtheit
ab, wenn diese stetig ist.

Man kann also mit Hilfe der Rénge verteilungsfreie Tests gewinnen. Wir
werden in den folgenden Abschnitten immer wieder auf diese Eigenschaft des
Satzes zuriickgreifen.

Weitere Folgerungen gibt der nachstehende Satz an:

Satz 1.4.3 Sei R = (Ry,...,R,) der Rangvektor einer Zufallstichprobe aus
einer stetigen Grundgesamtheit.

Dann gilt
1
1. PRi=k)=— firi=1,...,nundk=1,...,n
n
1
2. P(Ri=k,Rj=l)= ———  firl<ijkl<ni#jk#l
n(n —1)
1
3_m30:”; firi=1,....n
n? —
4. Var(R;) = 5 firi=1,...,n
1
5. C’ov(Ri,Rj):—nl—; firi=1,....n,j=1,...,n,i1#]j
1
6. C’or’r’(Ri,Rj):—f1 firi=1,....,n,j=1,...,n,1#]j

Beweis:

1. Es gibt (n — 1)! Rangvektoren, bei denen gilt R; = k. Da alle Rangvek-
toren gleichwahrscheinlich sind, gilt

P(Ri = k) = Anzahl giinstiger Fille — (n —1)!

1
~ Anzahl méglicher Fille  n! n
2. Es gibt (n — 2)! Rangvektoren, bei denen gilt R; = k und R; = 1.

Also gilt
(n—2)! 1

n! n(n-—1)

P(Ri=k,R; =1) =
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Es qilt

Also gilt

Var(ry) = (UG (T
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Cov(R;, Rj) = E(R; R;) — E(R;) E(R))

Es gilt
E(R; R;) > > kIP(Ri=k,Rj=1)=
k=1 I=1
1
k1 =
o n(n—1)
1 n n n
kl— k:2> =
(B
1 “ " n(n+1)(2n + 1))
kY 1 — =
e (54 6
1 (n+1)°n*> n+1)@2n+1)\
n(n—1) 4 6 B
nin+1) ((n+1)n  2n+1\
n(n —1) 4 6
n+13n°—n—-2
n—1 12 B
(n+1)(3n + 2)
12
Also gilt
oy (FDBr+2) (n+1)’ a1l
Cov(R;, R;) = D R
1
Corr(R;, R;) = Cov(lt, ) S

\/ Var(R;)Var(R;) n—1
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In der Praxis findet man oft gebundene Beobachtungen in der Stichprobe.
In der Stichprobe

T = 3.7 Ty = 1.5 T3 — 2.4 Ty = 3.7 Ty — 2.4

kommen der Wert 3.7 und der Wert 2.4 jeweils zweimal vor.

Bei Bindungen ist die Rangzuweisung nicht eindeutig.

Es gibt nun Reihe von Vorschlidgen, wie man vorgehen soll, wenn Bindungen
vorliegen.

e Es werden so lange Beobachtungen aus der Stichprobe entfernt, bis
keine Bindungen mehr vorliegen.

Beim obigen Beispiel wiirde dies die Stichprobe
3.7 1.5 24

liefern.
Diese Vorgehensweise ist natiirlich nur dann sinnvoll, wenn nicht zu
viele Beobachtungen aus der Stichprobe entfernt werden miissen.

e Den gebundenen Beobachtungen werden zufillig Rédnge zugeordnet.

Fiir die obige Stichprobe wire eine zufillige Rangzuweisung

rn=9>5 ro=1 r3=2 ry=4 r5;=3

e Es wird das arithmetische Mittel der Rangzahlen bestimmt, die den
gebundenen Werten insgesamt zugeordnet werden.

Im Beispiel sind die erste und vierte Beobachtung identisch und erhal-
ten somit den Rang % =4.5.

Die dritte und fiinfte Beobachtung sind identisch und erhalten somit
den Rang % = 2.5.

Fiir die obige Stichprobe ergeben sich also folgende Durchschnittsriange

r = 4.5 o — 1 rs3 = 2.5 rqy = 4.5 Ts — 2.5

In der Praxis werden in der Regel Durchschnittsringe vergeben.
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In S-PLUS gibt es eine Funktion rank, die fiir einen Datenvektor x den
Vektor der Rénge liefert. Im Falle von Bindungen werden Durchschnittsréange
bestimmt.

Schauen wir uns diese Funktion fiir die beiden Datensétze an:

Der erste Datensatz ergibt folgendes Ergebnis

x1<-c(49.3,48.7,48.1,48.6,48.2)
rank(x1)
[11 54132

und der zweite Datensatz folgendes Ergebnis

x2<-c(3.7,1.5,2.4,3.7,2.4)
rank (x2)
[1] 4.5 1.0 2.5 4.5 2.5
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1.4.4 Der Vorzeichen-Rangtest

Wir betrachten wiederum das Testproblem
Hy: M =0 gegen H;:M#O0.

Der Vorzeichentest benutzt von jeder Beobachtung nur ihr Vorzeichen. Der
Permutationstest von Fisher benutzt aulerdem noch den Betrag jeder Beob-
achtung. Die Teststatistik ist dabei der Mittelwert der mit den Vorzeichen
versehenen Absolutbetrige der Beobachtungen:

= (32 sto ol = 32 st o

=1

da gilt
1 fir <0
s(—z) = {
0 fir z>0
Da gilt
Z |2 Z ;) @] + Z ;) ||
i=1 i=1
folgt
1 n
T = E<stz |xz|—Z|x,|+Z —x; |xz>
=1
1 n
= = (22:!9917z |xz|—z |x,>
n =1
= =) s(x) |$Cl|——Z|LL’1
=1
Da

n
> v
i=1

konstant ist, ist die Teststatistik

NE

S = s(x;) |z

1

<.
Il

dquivalent zu T.
Beide Teststatistiken hdngen linear voneinander ab und lehnen also fiir die
gleichen Stichproben ab.
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Wilcoxon hat 1945 vorgeschlagen, in der Teststatistik S die Absolutbetrige
der Beobachtungen durch die Rénge der Absolutbetriage zu ersetzen.
Er bildet also die Teststatistik

W= ; s(2;) R(|z])

Dabei ist R(|z;|) der Rang von |z;| unter |z], ..., |z,|.
Beispiel 1.4.2 Wir betrachten folgende Stichprobe:

1 =3 19=2 x3=-5 x14=0
Die Vorzeichen der Beobachtungen sind

s(x1) =1 s(zy) =1 s(z3) =0 s(zy) =1
Die Absolutbetrdge der Beobachtungen lauten
|z1] =3 o2l =2 a3 =5 |z4] =6
Somit erhalten wir folgende Rdnge der Absolutbetrige
R(lz1]) =2 R(|z2]) =1 R(|zs]) =3 R(lzd]) =4

Also gilt
WH=1-241-140-3+1-4=7

Die Verteilung von W unter Hy kann man durch Auszihlen bestimmen.
Betrachten wir dazu den Fall n = 4.

Es gibt 2* = 16 unterschiedlichen Teilmengen der Menge {1,2,3,4}. Jede
dieser Teilmengen beschreibt eine Konfiguration positiver Beobachtungen.
So liegt die leere Menge () vor, wenn keine Beobachtung positiv ist, wihrend
{2,3} vorliegt, wenn die zweite und die dritte Beobachtung positiv ist.



1.4. NICHTPARAMETRISCHE TESTS

133

Alle Moglichkeiten mit dem zugehorigen Wert von W sind in der folgenden

Tabelle zu finden:

Teilmenge

Wert von W+

0

{1}

{2}

{3}

{4}
{1,2}
{1,3}
{1,4}
{2,3}
{2,4}
{3,4}
{1,2,3}
{1,2,4}
{1,3,4}
{2,3,4}
{1,2,3,4}

© 00 I OO N O Ot U s W oWy = O

—
e}
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Somit erhalten wir folgende Verteilung von :

© 0 O Ut A W N~ O|=
o
—_
DO
ot
)

—_
=)
=
)
D
[N}
ot

Da wir einen zweiseitigen Test der Hypothese Ho : M = 0 durchfiihren,
betrédgt die Uberschreitungswahrscheinlichkeit

P(W* >7)+ P(W" < 3) =0.625.

In S-PLUS wenden wir die Funktion wilcox.test an.
Der Aufruf entspricht dem Aufruf der Funktion t.test.

x<-c(3,2,-5,6)
wilcox.test(x)
Exact Wilcoxon signed-rank test
data: x
signed-rank statistic V=7, n = 4, p-value = 0.625
alternative hypothesis: true mu is not equal to O
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Schauen wir uns die Verteilung der Teststatistik W noch genauer an.
Da die Zufallsvariablen Xi,..., X, unabhéngig sind, sind auch die Zufalls-
variablen s(X3),. .., s(X,) unabhingig.
Unter H, gilt

P(s(X;)=0)=P(s(X;)=1)=0.5
Somit sind s(X3),...,s(X,) unabhédngige, identisch mit Parameter p = 0.5
bernoulliverteilte Zufallsvariablen.
Auflerdem sind unter Hy die s(X;) und die |X;| und somit auch die R(]X;])
unabhéngig.
Die Vorzeichen sind also unabhingig von den Réngen. Da es egal ist, in
welcher Reihenfolge wir summieren, kénnen wir auch die sortierten Rénge
mit den Vorzeichen multiplizieren und aufsummieren.
Wir erhalten somit folgende Darstellung der Teststatistik, die die Bestim-
mung von Erwartungswert und Varianz erleichtert:

VVJr == Z ZS(Xz)
i=1

Die Teststatistik ist also eine Linearkombination von unabhéngigen, identisch
mit Parameter p = 0.5 bernoulliverteilten Zufallsvariablen. Wir erhalten also
als Erwartungswert

EW*) = E(iis(X,-))
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und als Varianz

Var(Wt) = Var (Z is(Xi)>

n(n+1)(2n+ 1)
24

Man kann zeigen, dafl W unter H, approximativ normalverteilt ist.

Liegen Bindungen vor, so werden Durchschnittsringe bestimmt, bei der Nor-
malapproximation wird die iibliche Stetigkeitskorrektur verwendet, und die
Varianz muf} korrigiert werden.

Die Formel der korrigierten Varianz lautet

nn+1)2n+1 1 <
(n+1)( Ly (2-1)

Var(WT) = o4 T

j=1

Dabei ist r die Anzahl der Gruppen mit Bindungen und b; die Anzahl der
Beobachtungen in der j.ten Bindungsgruppe.

Somit ist folgende Grofle approximativ standardnormalverteilt

n(n+1)
4

Jn(n—i— D2n+1) 1 (b3 —bj)

W+ —05—

24 48 J

J=1
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Ein Beispiel soll die Vorgehensweise verdeutlichen.

Es soll getestet werden, ob die folgende Stichprobe aus einer Grundgesamtheit
mit Median 0 kommt:

3 -1 2 2 1 5-4 2-3 3 1 3-15-4-4 2-3 5
Wir bestimmen zunéchst die Absolutbetrige der Beobachtungen:
3 51 2 2 15 4 2 3 3 1 3 15 4 4 2 3 5
Es gibt fiinf Bindungsgruppen, namlich
1 2 3 45

Also ist » = 5. Die 1 tritt unter den Absolutbetrigen 4-mal auf.
Also ist by = 4.
Entsprechend erhalten wir

bp=4 bs=5 by=3 b;=4

Da gilt n = 20, erhalten wir folgende korrigierte Varianz

20-21-41 1
24 48

Schauen wir uns die Vorgehensweise in S-PLUS an.

(43 —4)° + (47 — )"

+(5°=5) + (30 =) + (4 — 4)]
Wir geben die Daten ein.

x<-c(3,5,-1,2,2,1,5,-4,2,-3,3,1,3,-1,5 ,-4,-4,2,-3,5)
Dann bestimmen wir die Ridnge der Absolutbetrige

rank (abs(x))
[1]111.0 18.5 2.5
11.0 2.5 11.0

6.5 2.5 18.5 15.0 6.5 11.0

6.5
2.5 18.5 156.0 15.0 6.5 11.0 18.5
Der Wert von W ist dann

sum( (x>0) *rank (abs(x)))
[1] 138

Der Erwartungswert ist

n<-length(x)
n*(n+1)/4
[1] 105
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Da die Rénge der Absolutbetrige bestimmt werden, miissen wir die Bin-
dungsgruppen der Absolutbetrige bestimmen.
Mit Hilfe der Funktion table erhalten wir die absoluten Haufigkeiten:

h<-table(abs(x))
h

2345

45 3 4

Der Korrekturfaktor fiir die Varianz ist dann

sum(h~3-h) /48
[1] 6.75

Somit ist die Varianz gegeben durch

n*x(n+1)*(2*n+1) /24-sum(h~3-h) /48
[1] 710.75

Die standardisierte Teststatistik ist somit

(138-105.5) /sqrt(710.75)
[1] 1.21906

und die Uberschreitungswahrscheinlichkeit fiir den zweiseitigen Test ist

2*xpnorm(abs ((138-105.5) /sqrt(710.75)))
[1] 0.2228216

In S-PLUS erhalten wir:

wilcox.test(x)
Wilcoxon signed-rank test

data: x

signed-rank normal statistic with correction Z = 1.2191,
p-value = 0.2228

alternative hypothesis: true mu is not equal to O
Warning messages:

cannot compute exact p-value with ties in:
wil.sign.rank(dff, alternative, exact, correct)
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Wir wenden nun den Test auf die Shoshonen-Daten an.

wilcox.test (shosho,mu=0.618)
Wilcoxon signed-rank test

data: shosho

signed-rank normal statistic with correction Z =1.6988,
p-value = 0.0894

alternative hypothesis:

true mu is not equal to 0.618

Warning messages:

cannot compute exact p-value with ties in:
wil.sign.rank(dff, alternative, exact, correct)

Die Uberschreitungswahrscheinlichkeit betrégt 0.0894, so daB zum Niveau
a = 0.05 die Nullhypothese nicht abgelehnt wird.

Die Funktion gibt auch eine Warnung, dafl nicht die exakte Verteilung be-
stimmt wurde, da Bindungen vorliegen.

Bei den Rechtecken der Shoshonen ergeben sich folgende Uberschreitungs-
wahrscheinlichkeiten

t-Test 0.0539

Vorzeichentest 0.8238
Vorzeichen-Rangtest 0.0894

Alle drei Tests kommen zur identischen Entscheidung zum Niveau 0.05.
Dies mufl wie wir im néchsten Kapitel sehen werden nicht bei allen Da-
tensdtzen der Fall sein.

Es stellt sich also die Frage, wann man welchen Test verwenden soll.
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1.4.5 Vergleich der Test

Mit dem t-Test, dem Vorzeichen- und dem Vorzeichenrangtest haben wir drei
Tests auf Lage im Einstichprobenproblem kennengelernt.

Es stellt sich die Frage, welchen Test man durchfiihren soll.
Der t-Test ist bei Normalverteilung am besten.
Wie sieht es aber mit den anderen Tests aus?

Ein guter Test sollte einen Lageunterschied mit einer groflen Wahrscheinlich-
keit aufdecken.

Im Testproblem
Hy:0=10, gegen H;:0=10,

messen wir diese Wahrscheinlichkeit mit der Giitefunktion
P(Entscheidung fiir H;|0 nimmt den Wert ¢, an)

Im Testproblem
Hy: M >0 gegen Hy:M <0

betrachten wir einen kleinen Lageunterschied von k - o.
Wir gehen also davon aus, dafl der wahre Wert vom M nicht 0, sondern —k-o

betrigt.

Mit Hilfe einer Simulation wollen wir die Giitefunktion der drei Tests an den
Stellen £ = 0,0.1,...,1 schitzen, wobei wir die folgenden drei Verteilungen
zugrundelegen:

e Gleichverteilung auf (—0.5,0.5)
e Normalverteilung
e Cauchyverteilung

Die Verteilungen decken ein grofles Spektrum symmetrischer Verteilungen
ab.

Die Dichtefunktion der Gleichverteilung auf (—0.5,0.5) ist gegeben durch:

1 fir —-05<x<0.5
fx(x) =

0 sonst

Die Dichtefunktion der Cauchyverteilung ist gegeben durch
1

o (14 (5%

fx(z) =
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Der Parameter « ist ein Lageparameter und der Parameter 3 ist ein Skalen-
parameter.

Wir setzen in der Regel & = 0 und 8 = 1.

Die nachstehende Graphik zeigt die Dichtefunktion der Standardnormalver-
teilung (durchgezogene Linie) und die Dichtefunktion der Cauchyverteilung
mitazOundﬁ:m.

Der Parameter § wurde so gewahlt, dafl die Dichtefunktionen an der Stelle
0 die gleiche Hohe haben und so besser verglichen werden kénnen.

030
1
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1

020
1

015
1
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1
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1

00
1

—a -2 o 2 4

Die Cauchyverteilung verlauft im Zentrum steiler als die Normalverteilung.
Auflerdem besitzt die Cauchyverteilung mehr Wahrscheinlichkeitsmasse an
den Réandern. Deshalb treten extreme Beobachtungen bei der Cauchyvertei-
lung haufiger auf als bei der Normalverteilung.

Wir wollen uns nun Gedanken iiber den Aufbau der Simulationsstudie ma-
chen.

Ziel ist eine Schétzung der Giitefunktion an den Stellen —k - ¢ mit £ =
0,0.1,...,1 beim Stichprobenumfang n = 10.

Bei diesem kleinen Stichprobenumfang ist es beim Vorzeichentest und beim
Vorzeichen-Rangtest notwendig zu randomisieren, da sonst die Tests nicht
vergleichbar sind.

Hierzu benétigen wir die Verteilung der Teststatistik, wenn die Nullhypothese
zutrifft.

Beim Vorzeichen-Rangtest finden wir diese mit der Funktion psignrank.
Diese berechnet den Wert der Verteilungsfunktion der Teststatistik an der
Stelle x.

Schauen wir uns dazu exemplarisch den Fall n = 4 an, den wir durch
Auszéhlen bestimmt haben.
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Beim Stichprobenumfang n ist der gréfite Wert der Teststatistik gleich

= —

" nn+1)
— 2

=1

Im Beispiel ist dies 10.

Wir weisen dem Vektor x den Wertebereich zu und bestimmen die Vertei-
lungsfunktion an den Stellen x.

x<-(0:10)

cbind(x,psignrank(x,4))

[1,1] 0 0.0625
[2,] 1 0.1250
[3,] 2 0.1875
[4,] 3 0.3125
[5,] 4 0.4375
[6,] 5 0.5625
(7,1 6 0.6875
[8,] 7 0.8125
[9,] 8 0.8750
[10,] 9 0.9375
[11,] 10 1.0000

Wir miissen nun noch die Stelle y bestimmen, bei der die Verteilungsfunktion
kleiner oder gleich 0.05 ist. Bis zu dieser Stelle y einschliellich lehnen wir ab.
Bei der Stelle y+1 machen wir die Entscheidung von einem Zufallsexperiment
abhéngig, dessen Erfolgswahrscheinlichkeit wir noch bestimmen miissen.

Die folgende Befehlsfolge leistet dies fiir n=10:
x<-0:(10%11/2)

p<-psignrank(x,10)
y<-sum(p<=0.05)-1

y
[1] 10

(0.05-ply+11)/(ply+2]-ply+11)
[1] 0.7454545
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Wir lehnen also fiir Werte von kleiner oder gleich 10 ab, wahrend wir fiir
gleich 11 eine auf (0,1) gleichverteilte Zufallszahl ziehen und ablehnen, wenn
diese kleiner als 0.7454545 ist.

Fiir den Vorzeichentest ergibt sich:
x<-0:10
p<-pbinom(x,10,0.5)
y<-sum(p<=0.05)-1

y
1

(0.05-ply+11)/(ply+2]-ply+1])
[1] 0.8933333

Wir lehnen also fiir Werte von kleiner oder gleich 1 ab, wahrend wir fiir S
gleich 2 eine auf (0,1) gleichverteilte Zufallszahl ziehen und ablehnen, wenn
diese kleiner als 0.893333 ist.

Die Durchfiithrung der Simulationsstudie ist nun ganz einfach.

Wir ziehen 10000 Stichproben vom Umfang 10 aus einer der drei Verteilungen
und bestimmen fiir jede dieser Stichproben die Entscheidung der drei Tests
zum Signifikanzniveau 0.05.

Die Giitefunktion schétzen wir dann durch den Anteil der Stichproben, bei
denen wir uns fiir die Gegenhypothese entscheiden. Der Fall k=0 schétzt
dabei die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art.

Die folgende Befehlsfolge simuliert bei Normalverteilung in 5000 Wiederho-
lungen die Giitefunktion der Tests an der Stelle —k - o bei n = 10.

# Initialisierung der Z\"ahlmatrix
e<-matrix(0,16,3)
# Iteration \"uber die Lagealternative
for (k in 1:16)
# Iteration \"uber die Stichproben
for (i in 1:5000) {
# Erzeugung der Stichprobe
x<-rnorm(10)-(k-1)*0.1
# t-Test
elk,1]<-elk,1]+
(t.test(x,alternative="less")$p.value<0.05)
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# Vorzeichentest
stest<-sum(x>0)
if (stest<=1)
elk,2]<-e[k,2]+1
else
if (stest==2)
el[k,2]<-e[k,2]+(runif (1)<0.8933)
# Vorzeichen-Rangtest
w<-sum ( (x>0) *rank (abs (x)))
if (w<=10)
elk,3]<-elk,3]+1
else if (w==11)
elk,3]<-el[k,3]+(runif (1)<0.745454)
}

Die folgenden Graphiken zeigen die geschétzen Giitefunktionen der drei Tests
bei den Verteilungen.
Bei Gleichverteilung erhalten wir folgendes Bild:

Guete der Tests bei Gleichverteilung

0.8 —|

0.6 —|

0.4 —

t-Test
rrrrrrrrrrr Vorzeichentest
777777 Vorzeichen-Rangtest

0.2 —|

-1.5 -1.0 -0.5 0.0

k

Bei der Gleichverteilung unterscheiden sich der t-Test und der Vorzeichen-
Rangtest hinsichtlich der Giite kaum, wahrend der Vorzeichentest sehr viel
schlechter ist.
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Bei Normalverteilung erhalten wir folgendes Bild:

Guete der Tests bei Normalverteilung

t-Test
——————————— Vorzeichentest
777777 Vorzeichen-Rangtest

-1.5 -1.0 -0.5 0.0

k

Bei Normalverteilung ist der t-Test der beste Test, aber der Vorzeichen-
Rangtest ist fast genauso gut, wihrend der Vorzeichentest auch hier viel
schlechter ist.

Bei Cauchyverteilung erhalten wir folgendes Bild:

Guete der Tests bei Cauchyverteilung

1.0 —

0.8 —

0.6 —

t-Test
rrrrrrrrrrr Vorzeichentest
777777 Vorzeichen-Rangtest

0.2 —

0.0 —

-1.5 -1.0 -0.5 0.0

Kk

Bei einer Verteilung mit hoher Wahrscheinlichkeitsmasse an den Rédndern wie
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der Cauchyverteilung ist der Vorzeichentest am besten.

Aufgrund des Ergebnisses dieser kleinen Simulationsstudie und der Tatsache,
daB t-Test und Vorzeichen-Rangtest die Symmetrie der Verteilung bendtigen,
bieten sich folgende Strategien fiir den Anwender an:

e Bei einer schiefen Verteilung sollte immer der Vorzeichentest ange-
wendet werden.

e Bei einer symmetrischen Verteilung gibt es zwei Moglichkeiten:

— immer den Vorzeichen-Rangtest anwenden, da dessen Giitefunk-
tion immer in der Nahe des besten der Tests liegt

— bei hoher Wahrscheinlichkeitsmasse an den Rédndern den Vorzei-
chentest anwenden, ansonsten den t-Test.



Kapitel 2

Das Zweistichprobenproblem

Ein wichtiges Anwendungsgebiet der Statistik ist der Vergleich mehrerer Ver-
fahren. Wir beschéftigen uns in diesem Kapitel den Vergleich von zwei Ver-
fahren.

Wir wollen die unterschiedlichen Vorgehensweisen an einem Beispiel von Box,
Hunter, Hunter illustrieren.

Es soll untersucht werden, welche von zwei Sorten von Schuhsohlen haltbarer
ist. Wir bezeichnen die Sorten mit A und B.

Wie konnen wir herausfinden, welche der beiden haltbarer ist?

Eine Vorgehensweise besteht darin, N = m-+n Personen zufillig auszuwéhlen
und zuféllig auf zwei Gruppen aufzuteilen, so daf§ in der ersten Gruppe m
und in der zweiten Gruppe n Pesonen sind.

Die m Personen der ersten Gruppe erhalten Schuhe mit Schuhsohle A und
die n Personen der zweiten Gruppe erhalten Schuhe mit Schuhsohle B.

Nachdem die Personen die Schuhe eine vorgegebene Zeit die Schuhe getragen
haben, wird die Abnutzung des Profils bestimmt.

Die Abnutzung in den beiden Gruppen ist:

Sohle A

13.2 8.2 10.9 14.3 10.7 6.6 9.5 10.8 8.8 13.3
Sohle B
14.0 8.8 11.2 14.2 11.8 6.4 9.8 11.3 9.3 13.6

Deuten diese Zahlen auf einen Unterschied hin?

Wir wollen hier keinen Test durchfiihren, sondern die Daten nur graphisch
darstellen.

147
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Die Boxplots sehen folgendermaflen aus:

14 —

12 —

10 —

Sohle A Sohle B

Wir sehen, daf3 die beiden Verteilungen sich nahezu vollstingig iiberlappen.
Dies deutet darauf hin, daf§ kein Unterschied zwischen den Verteilungen vor-
liegt.

Die Vorgehensweise nennt man ein unverbundenes Zweistichprobenpro-
blem. Es wird so genannt, da in den beiden Gruppen unterschiedliche Per-
sonen sind.

Wir kénnten aber auch anders vorgehen.

Da man nur an der Abnutzung der Schuhsohlen interessiert ist, wird man
versuchen, alle anderen Einfluifaktoren méoglichst auszuschliefen oder kon-
stant zu halten. Im unverbundenen Zweistichprobenproblem versucht man
dies dadurch zu erreichen, dafl man randomisiert.

Das bedeutet, dafl man die Personen auf die beiden Gruppen zufillig aufteilt.
Eine Verletzung des Prinzips der Randomisierung wiirde vorliegen, wenn die
eine Gruppe nur aus Frauen und die andere nur aus Ménnern bestehen wiirde.
Ein Unterschied zwischen den beiden Gruppen kénnte dann namlich an den
unterschiedlichen Gruppenzusammensetzungen und/oder an der Art der Soh-
le liegen.

Man kann die anderen Einflulgrofien auch dadurch unter Kontrolle halten,
dal man die beiden Behandlungen an einer Person vornimmt.

Man bildet also sogenannte Blocke und wendet jede der beiden Behandlun-
gen in jedem Block an. Hierdurch soll sichergestellt werden, daf} alle anderen
EinfluBgrofien der Abnutzung konstant gehalten werden.
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Hier spricht man dann vom verbundenen Zweistichprobenproblem.
Im Beispiel ist dies einfach zu realisieren.

Jede Person zieht einen Schuh mit Schuhsohle A und einen Schuh mit Schuh-
sohle B an. Hierdurch wird sichergestellt, dal beide Sohlen den gleichen Bela-
stungen ausgesetzt sind. Man kénnte nun noch einwenden, daf der linke Fufl
anders belastet wird als der rechte. Diesen Einflul konnen wir aber dadurch
kontrollieren, dafl man bei jeder Person durch Miinzwurf entscheidet, welche
der Sohlen an den linken Fufl und welche an den rechten Fufl kommt. Diesen
Effekt kontrollieren wir also wiederum durch randomisieren.

Wir haben zwei der drei Prinzipien der Versuchsplanung kennengelernt:

¢ Randomisierung

e Blockbildung

Beide dienen dazu, alle anderen Einflulgréfien unter Kontrolle, also konstant
zu halten.

das dritte Prinzip der Versuchsplanung ist die Wiederholung. Dieses haben
wir immer wieder benutzt, ohne explizit darauf hinzuweisen.

Kehren wir zum Beispiel zuriick.

Nehmen wir an, dafl die Werte bei den 10 Personen folgendermafien aussehen:

Person | Sohle A | Sohle B
1 13.2 14.0
2 8.2 8.8
3 10.9 11.2
4 14.3 14.2
5 10.7 11.8
6 6.6 6.4
7 9.5 9.8
8 10.8 11.3
9 8.8 9.3
10 13.3 13.6
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Nun wéhlen wir eine andere Art der graphischen Darstellung. Da die Werte
bei einer Person zusammengehoren, stellen wir sie auch zusammengehérend
dar.

14 4| B

>Wm

12 —

>W
>

10 —

Abnutzung
>w

w>

T T T T T
2 a 6 8 10

Person

Wir sehen, daf} in 8 von 10 Féllen die Abnutzung bei Sohle B grofler ist als
bei Sohle A. Ob dies signifikant ist, werden wir spéter sehen.

Verbunden vorzugehen ist aber nicht immer moglich. Will man zum Beispiel
zwei Unterrichtsmethoden vergleichen, so kann man nicht eine Person zu-
erst nach der einen und dann nach der anderen Methode unterrichten. Beim
Beginn des Unterrichts nach der zweiten Methode ist die Ausgangssituation
nicht die gleiche. In diesem Fall mufl man unverbunden vorgehen.

Wir werden im folgenden beide Félle betrachten und folgende Notation ver-
wenden:

X: Wirkung von Behandlung 1

Y': Wirkung von Behandlung 2
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2.1 Verbundene Stichproben

2.1.1 Stetige Variablen

Im verbundenen Zweistichprobenproblem erhélt jede Person beide Behand-
lungen.
Die Daten fallen also paarweise an.

)G ()

X; : Wirkung von Behandlung 1 bei der i.ten Person

Dabel ist

Y; : Wirkung von Behandlung 2 bei der i.ten Person

Ein Beispiel

Betrachten wir hierzu ein Beispiel. Es soll untersucht werden, ob das Zu-
sammensein mit einer anderen Ratte die Herzfrequenz HF (in Schlédgen pro
Minute) gegeniiber dem Alleinsein verandert.

Dazu wurde von 10 Ratten die Herzfrequenz bestimmt, wihrend sie allein
waren und wahrend sie mit einer anderen Ratte zusammen waren.

Es ergaben sich folgende Werte

Ratte | HF alleine | HF zusammen
1 463 523
2 462 494
3 462 461
4 456 535
5 450 476
6 426 454
7 418 448
8 415 408
9 409 470
10 402 437

Quelle: Latane,Cappell(1972): The effect of togetherness on heart rate in
rats. Psychon. Science,29,p.177-179
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Es soll nun untersucht werden, ob sich die Herzfrequenz erhoht, wenn die
Ratten nicht allein sind. (o = 0.05).

Graphische Darstellungen

Wir erstellen zunéchst einige Graphiken, um den Zusammenhang zwischen
den beiden Variablen zu sehen.
Wir geben zunéchst die Daten ein:

hfalone<-c(463,462,462,456,450,426,418,415,409,402)
hfnotalone<-c(523,494,461,535,476,454,448,408,470,437)

Die einfachste Graphik ist ein Streudiagramm der beiden Variablen.

Da man beide Meiwerte vergleichen will, wihlt man einen quadratischen
Bereich fiir die Zeichnung.

Hierzu dient der Befehl

par (pty="s")

Dann bestimmen wir das Minimum und das Maximum aller Beobachtungen,

um den Bereich festzulegen, auf dem wir zeichnen:

mi<-min(hfalone,hfnotalone)
ma<-max(hfalone,hfnotalone)

Das Streudiagramm erhalten wir dann durch

plot(hfalone,hfnotalone,xlim=c(mi,ma),ylim=c(mi,ma),pch="o")
lines(c(mi,ma),c(mi,ma))

520 —

500 —

480 —

hfnotalone

460 —|

440 —|

420 —

400 —

T T T T T T T
400 420 440 460 480 500 520 540

hfalone
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Bei Punkten auf der Winkelhalbieren ist die Herzfrequenz in beiden Situa-
tionen gleich. Bei Punkten oberhalb der Winkelhalbierenden ist die Herzfre-
quenz hoher, wenn die Ratten nicht alleine sind.

Wir sehen, daf§ die meisten Punkte oberhalb der Winkelhalbierenden liegen.
AuBerdem fillt auf, dafi Punkte oberhalb der Winkelhalbierenden weiter von
der Winkelhalbierenden entfernt sind als Punkte unterhalb der Winkelhal-
bierenden.

Wir schreiben uns eine Funktion scatter.paired, die diesen Plot erstellt:

scatter.paired<-function(x, y, labx = "x", laby = "y") {
par(pty = "s")
mi <- min(x, y)
ma <- max(x, y)
plot(x, y, x1lim = c(mi, ma), ylim = c(mi, ma),
xlab = labx, ylab = laby,pch="o")
lines(c(mi, ma), c(mi, ma))
par(pty = "c")
}

Zur Analyse der Daten werden die Differenzen d; = y; —x; , i = 1,...,n
betrachtet.
Dabei sind

T Herzfrequenz der i.ten Ratte, wenn sie allein ist

Yi Herzfrequenz der i.ten Ratte, wenn sie nicht allein ist

Tukey hat den sum-difference-plot vorgeschlagen, bei der die Differenz
der Beobachtungen eines Paares gegen die Summe der Beobachtungen eines
Paares gezeichnet wird. Die Summe sagt etwas iiber das Niveau der Daten
aus.

Den sum-difference-plot erhélt man aus dem Streudiagramm, indem man das
Koordinatenkreuz im Urzeigersinn um 45 Grad dreht.

Auf der Winkelhalbierenden gilt im Streudiagramm y — x = 0. Auf der zur
Winkelhalbierenden senkrecht stehenden Achse gilt z + y = 0.
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Wir schauen uns diesen in S-PLUS an:

par (Pty=" C")
plot(hfnotalone+hfalone,hfnotalone-hfalone,
main="sum-difference-plot",pch="o0")

sum-difference-plot

80 —| °
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hfnotalone + hfalone

Es sieht so aus, als ob mit wachsendem Niveau die Differenzen immer grofler
werden.
Dies zeigt auch die Kleinst-Quadrate Gerade:

plot (hfnotalone+hfalone,hfnotalone-hfalone,
main="sum-difference-plot",pch="o")
abline(lsfit (hfnotalone+hfalone,hfnotalone-hfalone))

sum-difference-plot

hinotalone - hfalone

T T T
850 200 950

hfnotalone + hfalone
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Tests

Besteht kein Unterschied zwischen den beiden Behandlungen, so sollte gelten

Dies ist aber dquivalent zu

E(D) = E(Y —X)
= E(Y)- B(X)
= 0.

Die Verteilung der Differenzen sollte also das Zentrum 0 besitzen.

Wir bilden also die Differenzen Y; — X;, wobei X; die Herzfrequenz einer
Ratte ist, die allein ist, und Y; die Herzfrequenz einer Ratte ist, die nicht
allein ist.

Die folgende Tabelle zeigt die Differenzen fiir das Beispiel:

Ratte i | d;

60
32
-1
79
26
28
30
-7
61
35

© 00 N O Ot = W N =

—
e}

Durch die Differenzenbildung haben wir es nur noch mit einer Stichprobe zu
tun.

Wir kénnen also die Tests des Einstichprobenproblems verwenden.

Die Analyse héngt nun von den Annahmen ab, die iiber die Differenzen D;
gemacht werden konnen.
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Zunéchst gehen wir davon aus, dafl Dy, ..., D, unabhéingige, normalverteilte
Zufallsvariablen sind.
Das zweiseitige Testproblem lautet

Hy:E(D)=0 gegen H,:FE(D)#0

Wegen

ED)=EY -X)=E(Y)-EX)
ist Hy dquivalent dazu, dafl sich die Erwartungswerte der Wirkungen der
beiden Behandlungen nicht unterscheiden.
Wir wissen, daf§ unter der Annahme der Normalverteilung der t-Test fiir
dieses Testproblem am besten ist.
Die Teststatistik lautet

D

D= S,

mit

o

I
™

S

und . .
Sp = > (D; — D)

n—1:i

Wenn H, zutrifft, ist ¢4 t-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden.
Hy wird abgelehnt, wenn gilt

|tD| > tnfl;lfa/2

wobei ¢, _1,1—q/2 das 1 —a/2-Quantil der t-Verteilung mit n—1 Freiheitsgraden
ist.
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Es konnen natiirlich auch einseitige Tests durchgefiihrt werden.
Hy:E(D)<0 gegen H,:E(D)>0
Hy wird abgelehnt, wenn gilt
Ip > th-11-a
wobei £,,_1,1— das 1 — a-Quantil der t-Verteilung mit n-1 Freiheitsgraden ist.
Hy:E(D)>0 gegen H,:E(D)<O0
Hy wird abgelehnt, wenn gilt
tp < —ln-1;1-a

wobei t,,_1,1— das 1 — a-Quantil der t-Verteilung mit n-1 Freiheitsgraden ist.
Schauen wir uns das Beispiel unter der Annahme der Normalverteilung an.

Wir wollen also iiberpriifen, ob das Zusammensein mit einer anderen Ratte
die Herzfrequenz erhoht.

Es sollte unter der Alternativhypothese also gelten E(Y) > E(X).
Dies fithrt zu folgendem Testproblem:

Hy: E(D)<0
gegen

H,:E(D)>0
Dies ist ein einseitiger Test.
Es gilt B

d=34.3
und
Sp = 26.78.

Also gilt

~ V10-34.3
P o678
Wegen tg.0.95 = 1.833 wird Hy zum Niveau a = 0.05 abgelehnt.
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In S-PLUS sieht das so aus:

Wir rufen die Funktion t.test auf, wobei wir das Argument paired auf T
setzen, um einen verbundenen t-Test durchzufiihren.

Das Argument alternative wird auf greater gesetzt, um einen einseitigen
Test mit der Alternativhypothese E(Y) > E(X) durchzufiihren.

t.test(hfnotalone,hfalone,alternative="greater",,paired=T)
Paired t-Test

data: hfnotalone and hfalone
t = 4.0498,

df = 9,

p-value = 0.0014

alternative hypothesis:
true mean of differences is greater than 0

95 percent confidence interval:
18.77423 NA

sample estimates:
mean of x -y
34.3

Die Uberschreitungswahrscheinlichkeit betrégt 0.0014, so daf die Nullhypo-
these zum Signifikanzniveau 0.05 abgelehnt wird.

AuBlerdem liefert die Funktion noch ein einseitiges Konfidenzintervall fiir die
Differenz der Erwartungswerte als Ergebnis.

Unterstellt man keine Normalverteilung, so kann man den Vorzeichentest
oder den Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest auf die Differenzen anwenden.

Zunachst der Vorzeichentest

anz<-sum(hfnotalone-hfalone>0)
n<-length(hfalone)
binom.test(anz,n,0.5,alternative="greater")

Exact binomial test
data: anz out of n
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number of successes = 8,
n = 10,
p-value = 0.0547

alternative hypothesis: true p is greater than 0.5

Die Uberschreitungswahrscheinlichkeit betrigt 0.0547, so da8 die Nullhypo-
these zum Signifikanzniveau 0.05 nicht abgelehnt wird.

Der Aufruf des Vorzeichen-Rangtest entspricht in den Argumenten dem des
verbundenen t-Tests.

wilcox.test (hfnotalone,hfalone,paired=T,alternative="greater")
Exact Wilcoxon signed-rank test

data: hfnotalone and hfalone
signed-rank statistic V = 52,
n = 10,

p-value = 0.0049

alternative hypothesis: true mu is greater than O

Die Uberschreitungswahrscheinlichkeit betrigt 0.0049, so daf die Nullhypo-
these zum Signifikanzniveau 0.05 abgelehnt wird.

Wir stellen fest, dafl zum Signifikanzniveau o = 0.05 der Wilcoxontest und
der t-Test ablehnen, wiahrend der Vorzeichentest nicht ablehnt.

Um zu sehen, welcher Test fiir unsere Problemstellung am besten geeignet
ist, erstellen wir das Histogramm, eine Dichteschitzung, den Boxplot und
den normal probability plot der Differenzen.

Die nachstehende Funktion eda.shape erstellt alle 4 Grafiken:

eda.shape<-function(x)

{ par(mfrow = c(2, 2))
hist(x)
qqnorm(x)
qqline(x)
boxplot(x, boxcol = -1, medline = T, medcol = 1,

outline = F, outpch = "x", medlwd =0.5)
iqd <- summary(x) [6] -summary(x) [2]
plot(density(x, width = 2 * iqd), xlab = "",
ylab ="", type = "1") }
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Wir rufen die Funktion auf:

eda.shape (hfnotalone-hfalone)

5 — 80 — o
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3 4
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>
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1 4
- ° °
o - o
T T T T T 1 T
-20 (o] 20 40 60 80 -1.5 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
x Quantiles of Standard Normal
80 A1 - 0.015 4
60 -
0.010
40
20 4 0.005 o
o 4
A 0.0 4
T
-50 o 50 100

Der Befehl par (mfrow = c(2, 2)) setzt fest, dafl in einem Fenster 4 Bilder
erstellt werden.

Die Zeichnungen deuten auf Symmetrie hin, die Annahme der Normalvertei-
lung scheint nicht gerechtfertigt zu sein, so dafl man den Vorzeichen-Rang-
Test anwenden sollte.

Wir kommen also zum Ergebnis, dafl das Zusammensein mit einer anderen
Ratte die Herzfrequenz erhoht.

Hinweis:

Die Graphiken sollte man natiirlich vor der Auswahl eines Tests erstellen. In
der Praxis wird man nur einen Test durchfiihren.
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Die Schuhsohlen

Wir wollen nun das Eingangsbeispiel mit den Schuhsohlen analysieren.
Dazu geben wir die Daten ein:

sohle.A<-c(13.2,8.2,10.9,14.3,10.7,6.6,9.5,10.8,8.8,13.3)
sohle.B<-c(14.0,8.8,11.2,14.2,11.8,6.4,9.8,11.3,9.3,13.6)
Wir machen zunéchst einige Bilder der Daten:

scatter.paired(sohle.A,sohle.B,"Sohle A","Sohle B")

Sohle B

8 10 12 14

Sohle A

Wir sehen, dafl die meisten Punkte oberhalb der Winkelhalbierenden liegen.
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Wir bilden die Differenzen D;, wobei X; die Sohle A und Y; die Sohle B ist.
Schauen wir uns den sum-difference-plot an.

plot(sohle.A+sohle.B,sohle.B-sohle.A,
main="sum-difference-plot",pch="o")

abline(lsfit(sohle.A+sohle.B,sohle.B-sohle.A))

sum-difference-plot

o

0.8 — o

0.6 —| o

0.4 —

sohle.B - sohle. A

0.2 —

0.0 —

-0.2 —| o

T T T
15 20 25

sohle.A + sohle.B

Der Plot deutet auf keinen systematischen Zusammenhang in den Differenzen
hin.

Wir wollen testen, ob sich die beiden Sorten unterscheiden. Wir fithren also
einen zweiseitigen Test durch.

Das Testproblem in den Differenzen D; =Y; — X; lautet also

Hy: E(D)=0 gegen H;:E(D)#0
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Welcher Test ist geeignet?
Wir wenden die Funktion eda.shape an.

eda.shape(sohle.B-sohle.A)

>
. . 3
1 4
o - 02 4 -
-0.5 0.0 o5 1.0 15

x

1.2 °
1.0
1.0 -+
0.8 -+ o
0.8 H
0.6 o o
o
0.6 >
0.4 o
o o
0.4 - 02 4
0.2 0.0
o
0.0 0.2 o
T T T T T T T T T T
-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 -1.5 05 00 05 1.0 1.5

x Quantiles of Standard Normal

Die Graphiken deuten eine symmetrischen Verteilung hin. Es sieht aber nicht
nach der Normalverteilung aus.
Wir wenden also den Vorzeichenrangtest an.

> wilcox.test(sohle.A,sohle.B,paired=T)
Wilcoxon signed-rank test

data: sohle.A and sohle.B

signed-rank normal statistic with correction Z = -2.4495,
p-value = 0.0143

alternative hypothesis: true mu is not equal to O

Warning messages: cannot compute exact p-value with ties in:
wil.sign.rank(dff, alternative, exact, correct)

Die beiden Sohlensorten unterscheiden sich also.
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Noch ein Beispiel

Schauen wir uns noch ein Beispiel an.

Es soll untersucht werden, ob ein Medikament zur Senkung des diastolischen

Blutdrucks fiihrt.

Zunéchst wir der Blutdruck von 10 Patienten bestimmt. Dann erhélt jeder der
Patienten das Medikament. Nach zwei Stunden wird bei jedem der Patienten

der diastolische Blutdruck bestimmt.
Es ergaben sich folgende Werte:

Patient | Blutdruck | Blutdruck
vorher nachher

1 130 125

2 122 121

3 124 121

4 104 106

5 112 101

6 102 98

7 98 90

8 119 98

9 106 110
10 107 103

Wir geben die Daten ein:

vorher<-c(130,122,124,104,112,102,98,119,106,107)

nachher<-c(125,121,121,106,101,98,90,98,110,103)




2.1. VERBUNDENE STICHPROBEN 165

Wir machen zunéchst einige Bilder der Daten:

scatter.paired(vorher,nachher, "vorher", "nachher")

130

120 —

nachher

110

100 —

90 —

Wir sehen, dafl die meisten Punkte unterhalb der Winkelhalbierenden liegen.

Wir bilden die Differenzen D;, wobei X; der Blutdruck vorher und Y; der
Blutdruck nachher ist.

Schauen wir uns den sum-difference-plot an.

plot(vorher+nachher,nachher-vorher,
main="sum-difference-plot",pch="o")
abline(lsfit (vorher+nachher, nachher-vorher))

sum-difference-plot

o

nachher - vorher

o

T T T
200 220 240

vorher + nachher
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Der Plot deutet auf keinen systematischen Zusammenhang in den Differenzen
hin.

Wir wollen testen, ob das Medikament zur Senkung des Blutdrucks fiihrt.
Unter H; muf} also E(Y) < E(X) gelten.

Das Testproblem in den Differenzen D; =Y, — X; lautet also
Hy: E(D)>0 gegen H,:E(D)<0

Welcher Test ist geeignet?
Wir wenden die Funktion eda.shape an.

eda.shape (nachher-vorher)

2 4
) . .I
o -
r T T T T T
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Die Graphiken deuten auf einen Ausreifler bei einer symmetrischen Verteilung
hin.
Wir wenden also den Vorzeichentest an.

anz<-sum(nachher-vorher>0) n<-length(vorher)
binom.test(anz,n,0.5,alternative="1less")
Exact binomial test
data: anz out of n
number of successes = 2, n = 10, p-value=0.0547
alternative hypothesis: true p is less than 0.5

Wir lehnen die Nullhypothese also nicht ab.
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2.1.2 Binire Variablen

Bisher haben wir nur stetige Variablen betrachtet. Bei vielen statistischen
Untersuchungen werden aber binédre Variablen erhoben. Sehr oft werden zwei
binére Variablen an der gleichen Person erhoben.

Beispiel 2.1.1 Um zu diberpriifen, ob zwei Fragen vom gleichen Schwierig-
keitsgrad sind, werden beide Fragen 20 Studenten gestellt.

Seien

{ 1 falls der i.te Student Frage 1 richtig beantwortet

0 sonst

und

1 falls der i.te Student Frage 2 richtig beantwortet
"] 0 sonst

Die Beobachtungen fallen als Tupel (z;,v;) , i=1,2,...,n an.
Wir beobachten

(x;,9;) | Anzahl
(1,1) 5

) 8
) 3
) 4
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Sei
p,-j = P(Xk :Z,Yk :j)

mit 7 =0,1,7=0,1und £ =1,...n.
Dann lautet das Testproblem

Hy:pi.=p1 gegen Hi:pi #p.
mit
P1. = pi11+Pwo
P1 = pu+Po1

Dabei ist p;. also die Wahrscheinlichkeit, die erste Frage richtig zu beantwor-
ten und p; die Wahrscheinlichkeit, die zweite Frage richtig zu beantworten.

Somit gilt unter Hy:
P11 + P10 = P11 + Po1

Dies ist dquivalent zu
P1o = Po1

Es soll also iiberpriift werden, ob die Wahrscheinlichkeit, die erste Frage rich-
tig und die zweite Frage falsch zu beantworten, gleich der Wahrscheinlichkeit
ist, die erste Frage falsch und die zweite Frage richtig zu beantworten.

Es interessieren also nur die Personen, die genau eine Frage richtig beantwor-
tet haben.

Es ist zu iiberpriifen, ob bei diesen gilt:
Hy : p1o = por = 0.5

Sind die beiden Fragen gleich schwer, so erwarten wir, dafl die Hélfte der
Personen nur die erste Frage und der Rest nur die zweite Frage richtig be-
antwortet.

Sei Ny die Anzahl der Personen, die nur die erste Frage richtig beantwortet,
und Ny; die Anzahl der Personen, die nur die zweite Frage richtig beantwor-
tet.

In unserem Beispiel gilt njp = 8 und ng; = 3.

Bei beobachteter Anzahl Nig + Ng1 = n, ist Njp binomialverteilt mit den
Parametern n und p = 0.5.

Wir lehnen Hy ab, wenn Njg zu grofl oder zu klein ist.

In unserem Beispiel gilt also n1g = 8 und n=11.
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Somit erhalten wir als Uberschreitungswahrscheinlichkeit fiir den zweiseitigen
Test

iz = 2{() e (5) o)+ ()] oo

= 2(0.080566 + 0.026855 + 0.0053710 + 0.00048828) =

= 0.2265625

Somit lehnen wir Hy nicht zum Niveau a = 0.05 ab.

Der Test heifit auch McNemar Test.

Der McNemar-Test ist nicht anderes als der konditionale Vorzeichentest.
Bilden wir ndmlich die Differenzen D; = X; — Y}, so erhalten wir fiir das
Beispiel:

601100-1o010O0-11001-11011

LaBt man die Nullen weg, so bleiben 11 Zahlen iibrig, von denen 8 positiv
sind.

Da die Binomialverteilung fiir groles n durch die Normalverteilung approxi-
miert werden kann, ist unter H

N Nio + Noy
10— 2 - Nig — 0.5 Nyg — 0.5 Ny
[ N1o + Noy 0.5/ Nig + Ny
4

Nigp — No
V' Nip + Noi

approximativ standardnormalverteilt.

Da das Quadrat einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen mit einem
Freiheitsgrad chiquadratverteilt ist (siche dazu z.B. Mood, Graybill, Boes,
S.182), erhalten wir als dquivalente Teststatistik:

(N1 — No)”
Nio + No
In dieser Form ist die Teststatistik des McNemar Tests in vielen Biichern

zu finden, wobei unter Umsténden noch eine Stetigkeitskorrektur verwendet
wird:

(IN1o — Noa| — 1)°
Nio + Now




2.1. VERBUNDENE STICHPROBEN 171

Fiir unser Beispiel gilt

2
W0 =Nor)” _ 707
Nio + Ny
und )
Nig — Ny1| — 1
Mo = Nl =117 _ ) 545

Nio + Not
In S-PLUS gibt es eine Funktion mcnemar. test, die die Daten in Form einer
(2,2)-Matrix erwartet.

m<-matrix(c(5,3,8,4),2,2)
m
[,11 [,2]
[1,] 5 8
[2,] 3 4

Der Aufruf der Funktion mcnemar.test mit der Matrix als Argument liefert
das Ergebnis:

mcnemar . test (m)
McNemar’s chi-square test with
continuity correction
data: m
McNemar’s chi-square = 1.4545, df = 1, p-value = 0.2278

Wir sehen, dafl der approximative Test mit Stetigkeitskorrektur durchgefiihrt
wird.

Die approximative Uberschreitungswahrscheinlichkeit 0.2278 unterscheidet
sich kaum von der weiter oben berechneten exakten 0.2265625.
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2.2 Unverbundene Stichproben

2.2.1 Kategoriale Variablen
Binire Variablen

Es sollen zwei Unterrichtsmethoden miteinander verglichen werden. In diesem
Fall ist es nicht moglich, verbunden vorzugehen. Denn dann iirde man ja jedes
Kind nach jeder der beiden Methoden unterrichten, was dazu fithrt, dafl die
Ausgangssituation vor der zweiten Methode nicht dieselbe ist.

Deshalb mufl man anders vorgehen.

Man teilt eine Gruppe von m-+n Kindern zufillig auf zwei Gruppen auf,
wobei die m Kinder der ersten Gruppe nach der ersten Methode und die n
Kinder der zweiten Gruppe nach der zweiten Methode unterrichtet werden.
Am Ende miissen alle Kinder die gleiche Klausur schreiben.

Von Interesse ist, ob der Anteil der Kinder, die die Klausur bestehen, in
beiden Gruppen gleich grof} ist.

In jeder Gruppe seien 6 Kinder.

Von den Kindern der ersten Gruppe haben 5 die Klausur bestanden, wiahrend
in der zweiten Gruppe nur 2 Kinder bestanden haben.

Wir koénnen die Daten in einer Kontingenztabelle anordnen:

Erfolg | bestanden | nicht bestanden

Methode
1 5 1
2 2 4

Allgemein liegen die Daten in folgender Form vor:

Erfolg | bestanden | nicht bestanden
Methode

1 ni ni2

2 n21 T2
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Bevor wir Tests durchfiithren, schauen wir uns die Daten erst ndher einmal

arll.

Hierzu ergénzen wir die Tabelle um die Zeilensummen und Spaltensummen.

Wir erhalten also folgende Tabelle in allgemeiner Form.

Erfolg | bestanden | nicht bestanden
Methode
1 N1y N12 ny,
2 no1 Nag No.
na n.2
mit
N, = N1+ N2
No. = No1 + Nog
ni = N1+ No
No = N2+ Nog
Fiir das Beispiel erhalten wir
Erfolg | bestanden | nicht bestanden
Methode
1 5 1 6
2 2 4 6
7 5

Wir schauen uns zunéchst an, wie grof§ der Anteil der Leute, die die Klausur
bestanden haben, in den beiden Gruppen ist.

Bei denen, die nach Methode 1 unterrichtet wurden, gilt

5
nm = E =—-=0.83
nq. 6

und bei denen, die nach Methode 2 unterrichtet wurden, gilt

2
mp = 2 =22033
No. 6
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Von den Kindern, die nach Methode 1 unterrichtet wurden, haben also 83
Prozent die Klausur bestanden, wiahrend von den Kindern, die nach Methode
2 unterrichtet wurden, nur 33 Prozent die Klausur bestanden haben.
Die Frage ist, ob dieser Unterschied signifikant ist.
Wir schauen uns nun einen fiir diese Fragestellung geeigneten Test an.
Sei p; die Wahrscheinlichkeit, daf§ ein Kind die Klausur besteht, wenn es
nach Methode 1 unterrichtet wurde, und p, die Wahrscheinlichkeit, daf} ein
Kind die Klausur besteht, wenn es nach Methode 2 unterrichtet wurde.
Zu testen ist

Hy:pi=ps gegen Hyi:pr#po
Mit Hilfe von Fishers Permutationsprinzip erhalten wir einen geeigneten Test.
Dazu bezeichnen wir ”bestandenmit 1 und nicht bestandenmit 0.
Bei Fisher wird unterstellt, daf3 die Beobachtungen gegeben sind. In unserem
Fall heif3t dies, dafi die Anzahl der Einsen und die Anzahl der Nullen fest
sind.
Insgesamt wurden 12 Beobachtungen gemacht, wobei in jeder Gruppe 6 Be-
obachtungen anfielen. Von den 12 Beobachtungen nehmen 7 den Wert 1 und
5 den Wert 0 an.
Fishers Permutationsprinzip besagt nun, dal wir alle moglichen Verteilungen
der Beobachtungen auf die beiden Stichproben vom Umfang 6 betrachten
miussen.
Eine Verteilung der Beobachtungen auf die beiden gleich grofien Stichproben
liegt fest, wenn die Anzahl der Einsen in der ersten Gruppe bekannt ist.
Sind zum Beispiel in der ersten Gruppe 5 Einsen, so muf} in dieser Gruppe
eine Null sein. Auflerdem miissen in der zweiten Gruppe 2 Einsen und 4
Nullen sein.
Dies ergibt die obige Kontingenztabelle.
Fiir das Beispiel sind somit folgende Kontingenztabellen moglich:

11 5
61 0
2 4
51 1
31 3
41 2
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41 2
31 3
2 1
21 4
61 0
11 5

Die Anzahl Ny; der Einsen in der ersten Gruppe kann also die Werte 1,...,6
annehmen.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Ni; ergibt sich allgemein folgender-

mafen:
n
ny.

Es gibt
Moglichkeiten, aus den n Beobachtungen n;_fiir die erste Gruppe auszuwéh-
len.

Unter diesen n;, Beobachtungen soll die Eins genau ni;-mal auftreten. Die
restlichen ny;. — ny; Beobachtungen dieser Gruppe sind dann Nullen.

Die ny; Einsen werden aus den n; Einsen ausgewéhlt, und die n;. — nq
Nullen werden aus den n — n_; Nullen ausgewéhlt.

Es gibt
(n,1>
n11

Moglichkeiten, ny; Einsen aus den n; Einsen auszuwéhlen.
Zu jeder dieser Moglichkeit gibt es

n—mn;
ni. —nun

Moglichkeiten, n,. — ny; Nullen aus den n — n; Nullen auszuwéhlen.

(o) (o)
P(NH _ nn) _ nii ni. —nNin

()

Somit gilt




176 KAPITEL 2. DAS ZWEISTICHPROBENPROBLEM

Njq ist also hypergeometrisch verteilt.

Fiir die Gegenhypothese sprechen also zu grofie oder zu kleine Werte von
Nll.
Fiir den Datensatz erhalten wir folgende Wahrscheinlichkeiten:

P(Nj=1) = % = 0.0076

P(N;; =2) = M =0.1136

P(Ny =5) = @ —0.1136

P(Ny; =6) = % — 0.0076

Fiir den Datensatz gilt n;; = 5. Somit betriigt die Uberschreitungswahr-
scheinlichkeit beim zweiseitigen Test
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In S-PLUS gibt es eine Funktion fisher.test, die als Argument die Kon-
tingenztabelle erhélt.
Wir bilden also erst die Tabelle als Matrix.

m<-matrix(c(5,2,1,4),2,2)
m
[,11 [,2]
[1,] 5 1
[2,] 2 4

Dann rufen wir die Funktion fisher.test mit der Matrix auf.

fisher.test(m)
Fisher’s exact test

data: m
p-value = 0.2424
alternative hypothesis: two.sided

Die Funktion fisher.test kann nur benutzt werden, wenn hochstens 200
Personen befragt wurden.

Fiir groessere Stichprobenumfénge kann man die Funktion chisq.test ver-
wenden, auf die wir im néchsten Abschnitt eingehen.

Fiir unseren Datensatz liefert chisq.test eine dhnliche Uberschreitungs-
wahrscheinlichkeit.

chisq.test(m)

Pearson’s chi-square test
with Yates’ continuity correction

data: m

X-squared = 1.3714,
df =1,

p-value = 0.2416

Warning messages:
Expected counts < 5. Chi-squared approximation may not be
appropriate. in: chisq.test(m)
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Kategoriale Variablen mit mehr als zwei Auspriagungen

In der ersten Statistik I Vorlesung im WS 96/97 wurden 255 Studenten nach
ihrem Wahlverhalten und ihrem Geschlecht befragt.

Es ergab sich folgende Tabelle

CDU/CSU | SPD | FDP | Griine | gar keine | weif} nicht
13 10 3 11 5t 23 65
95 30 20 26 24 35 190
68 40 23 37 29 58 255

Es soll iiberpriift werden, ob sich das Wahlverhalten der Méanner und Frau-
en unterscheidet. Hierzu bestimmen wir zunéchst die bedingten relativen
Héufigkeiten in den beiden Gruppen.

Diese sind in der folgenden Tabelle zu finden.

CDU/CSU | SPD | FDP | Griine | gar keine | weify nicht
0.20 0.15 | 0.05 | 0.17 0.08 0.35 1.00
0.29 0.16 | 0.11 0.14 0.13 0.18 1.00
0.27 0.16 | 0.09 | 0.15 0.11 0.23 1.00

Wir wir sehen, ist das Wahlverhalten bei den Frauen und Ménnern unter-
schiedlich. Grofle Unterschiede bestehen vor allem in den Kategorien 'FDP’
und 'weify nicht’.

Um zu iiberpriifen, ob diese Unterschiede signfikant sind, kann man den
Chiquadrat-Homogenitéatstest anwenden.

Seien n;; die beobachteten absoluten Héufigkeiten in der i.ten Gruppe mit
1 = 1 fiir 'weiblich” und ¢+ = 2 fiir 'ménnlich’ und der j.ten Kategorie 5 der
zweiten Variablen mit j = 1 fiir 'CDU/CSU’, j = 2 fiir 'SPD’, j = 3 fiir
'FDP’, j = 4 fiir ’Griine’, j = 5 fiir "gar keine’ und j = 6 fiir "weifl nicht’.
Es soll iiberpriift werden, ob sich das Wahlverhalten der Ménner und Frauen
unterscheidet.

Sei p;; die Wahrscheinlichkeit, daf eine Person die i.te Kategorie der ersten
Variablen und die j.te Kategorie der zweiten Variablen aufweist. Wir betrach-
ten die Vektoren der bedingten Wahrscheinlichkeiten in beiden Gruppen.
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Die Wahrscheinlichkeitsverteilung in der ersten Gruppe ist gegeben durch

(p1|1, e 7pJ|1>
und die der zweiten Gruppe
(p1|27 s 7pJ|2>
mit
_ Py
Pji = —

2.

Es ist zu testen, dafl die beiden Gruppen homogen sind:

Dij
Hy: = = D
Di.
firi=1,2und j=1,...,J.
Unter der Nullhypothese gilt
Pij = Di.P.j
und somit
nNpPi; =NPiP.j

Die Wahrscheinlichkeiten sind unbekannt.
Wir schéitzen sie durch die entsprechenden relativen Héufigkeiten:

o n;.
Di. = —
n
und
N Ux
Dj = —
J n

Somit erhalten wir folgende geschétzten erwarteten Haufigkeiten

N A n; N
Mg =MPLpg =0
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In S-PLUS konnen wir die erwarteten Haufigkeiten folgendermaflen schétzen:
Wir geben die Kontingenztabelle ein:

h<-matrix(c(13,55,10,30,3,20,11,26,5,24,23,35),2,6)

(,11 [,2] [,3] [,4] [,8] [,6]
[1,] 13 10 3 1 5 23
[2,] 56, 30 20 26 24 35

Wir bestimmen die erwarteten Haufigkeiten mit Hilfe des &ufleren Produkts.

m<-outer (apply(h,1,sum),apply(h,2,sum) ,FUN="%")/sum(h)

round(m, 1)

(,11 [,2] [,3] [,4] [,5] [,6]
[1,] 17.3 10.2 5.9 9.4 7.4 14.8
[2,] 50.7 29.8 17.1 27.6 21.6 43.2

Unter der Nullhypothese sollten sich die beobachteten Haufigkeiten n;; und
die geschétzten erwarteten Haufigkeiten 7,;; nicht zu stark unterscheiden.

Als Test bietet sich der Chiquadrattest an.
Die Teststatistik des Chiquadrattests ist

X =)

i=1j

(ngg — fug)°

J
=1 Nij

Diese erhalten wir in S-PLUS durch

sum(((h-m) "2) /m)
[1] 10.85154

Unter der Nullhypothese ist diese Teststatistik approximativ chiquadratver-
teilt mit J — 1 Freiheitsgraden.

Wir lehnen die Nullhypothese ab, wenn gilt
X2 Z X‘folglfa

wobei Xszl;lfa das 1 — a-Quantil einer Chiquadratverteilung mit J — 1 Frei-
heitsgraden ist.
Die Uberschreitungswahrscheinlichkeit betrigt:

1-pchisq(sum(((m-h) "2)/m) ,ncol(h)-1)
[1] 0.05440427
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In S-PLUS kénnen wir den Chiquadrat-Homogenitéitstest mit der Funktion
chisq.test durchfiihren.

chisq.test(h)

Pearson’s chi-square test without Yates’
continuity correction

data: h

X-squared = 10.8515,
df =5,

p-value = 0.0544

Zum Niveau a = 0.05 lehnen wir also die Nullhypothese nicht ab.
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2.2.2 Stetige Variablen
Ein Beispiel

Es soll untersucht werden, ob ein aktives Einiiben des Gehreflexes und des
Plazierungsreflexes bei Neugeborenen dazu fiihrt, dafl die Kinder friiher lau-
fen. Dazu werden 10 Neugeborene zufillig auf zwei gleichgrofle Gruppen auf-
geteilt. Bei den Kindern der ersten Gruppe wird der Reflex nicht eingeiibt,
jedoch bei den Kindern der zweiten Gruppe.

Es ergab sich folgendes Alter in Monaten, in dem die Kinder zu laufen be-
gannen:

ohne Einiiben | mit Einiiben
12.00 9.50
10.50 9.75
11.50 10.25
13.25 10.75
12.75 9.25

Das Modell

Wir gehen von folgender Situation aus:
Es werden m+n Objekte zufillig ausgewahlt und dann zuféllig auf eine Grup-
pe mit m Beobachtungen und eine Gruppe mit n Beobachtungen aufgeteilt.

Die Beobachtungen der ersten Gruppe erhalten dann die erste Behandlung
und die Beobachtungen der zweiten Gruppe die zweite Behandlung.
Die den Beeobachtungen der ersten Stichprobe zugrundeliegenden Zufallsva-

riablen sind
X, Xm

und die der zweiten Stichprobe sind
Yi,...,Y,

Wir gehen auflerdem im folgenden davon aus, dal X1, ..., X,, identisch mit
stetiger Verteilungsfunktion F'y(z) verteilt sind und dafl Y3, ...,Y,, identisch
mit stetiger Verteilungsfunktion Fy (y) verteilt sind.

Auflerdem unterstellen wir, dafl

Xla"mea}/la"‘JYn
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unabhéngig sind.

Wir wollen iiberpriifen, ob die beiden Verteilungen sich hinsichtlich der Lage
unterscheiden.

Das Testproblem lautet also

Hy: Fy(z) = Fy(z) firalle ze®R.
gegen

Hy:Fy(2)=Fx(z—A) mit A#DO0.
Graphische Darstellung

Wir wollen uns zunéchst ein Bild von den Daten machen.

Es liegt nahe, die Boxplots der beiden Stichproben nebeneinander zu zeich-
nen.

Wir weisen zunéchst die beiden Stichproben den Variablen x und y zu:

x<-c(12.00,10.50,11.50,13.25,12.75)

y<-c(9.50,9.75,10.25,10.75,9.25)
und dann rufen wir die Funktion boxplot mit den beiden Variablen auf:

boxplot(x,y,boxcol=0,medline=T,medcol=1,outline=F,outpch="x",
medlwd=0.5,names=c("ohne Einueben","mit Einueben"))

13 —

12 —

11 —

10 —

[

ohne Einueben mit Einueben
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Die Boxplots deuten auf einen Lageunterschied hin. Es sieht aber auch so
aus, daf sich die Variabilitdt in den beiden Gruppen unterscheidet.

Der t-Test

Die klassische Annahme ist, dal X normalverteilt ist mit den Parametern
px und 0% und Y normalverteilt mit den Parametern yy und o%.

Zu testen ist
Ho:p, =py gegen Hi:p, # py

Da uns nur ein Lageunterschied interessiert, unterstellen wir, dafl gilt

2 _ 2 _ 2
Oy =0y =0

Das folgende Bild zeigt die Dichtefunktionen von zwei normalverteilten Zu-
fallsvariablen, die sich hinsichtlich der Lage unterscheiden.

0.0 —

T
o 2 a

Es liegt nahe, die Testentscheidung auf der Basis von Y — X zu fillen.
Unter den obigen Annahmen gilt

2
va(ux,“_)
m

und

Somit gilt
2 2
Y—XNN<My—MX,O—+J—>
m
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Also gilt
Vo X — (py —
0' —_— _—

Als Teststatistik bietet sich also an:

04/ % + %
Nun ist aber die Varianz ¢? unbekannt.
Wir schétzen sie durch

52=ﬁ (i(Xi—Xerf:(Yj—Y)g)

=1 Jj=1

Bei der Schétzung der Varianz beriicksichtigen wir, dafl die Daten aus unter-
schiedlichen Stichproben stammen.

Die Schitzfunktion 62 ist eine Linearkombination der Stichprobenvarianzen

S R (%)
und . .
_\2
s%:n_ljzl(yi—y),
Es gilt

- s (m_lﬁXi—X)””‘li(%—Y)?)

m—1:= j=1

m—1 2 o n—1 4
——— 3 —— 5
m-+n—2 X m-+n—2 Y

In der Teststatistik (2.1) ersetzen o2 durch o2 und erhalten die geeignete
Teststatistik

Y — X — (uy — pix)
5 L_’_l

m n

t =

(2.2)
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Wenn
Hy:px = py
zutrifft, gilt L
Y - X
p=— =
oL +1

Wenn H, zutrifft, ist die Teststatistik ¢ t-verteilt mit m 4 n — 2 Freiheitsgra-
den.

Die Entscheidungsregel beim zweiseitigen Test lautet somit

Entscheidung fiir H; , wenn gilt

‘t’ > tm+n—2;1—a/2-

Dabei ist t,,4+n—2, das p-Quantil einer t- Verteilung mit m + n — 2 Freiheits-
graden.
Fiir das Datenbesipiel gilt

T = 12
g = 99
sx = 1.15625
sy = 0.3625
Also gilt
52 _ m—1 n—1 9

_ 8+ ———s
m+n—2"%"m+n-—27%

i 1.15625 + ! 0.3625
8 8
0.759375

Somit erhalten wir als Wert der Teststatistik

L 99-12
0.8714 - 0.6324
— -3.18

Wegen tg.9.975 = 2.306 lehnen wir Hj also ab.
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Es konnen natiirlich auch einseitige Tests durchgefiihrt werden.

Ho:px < py gegen Hy:pix > py
Entscheidung fiir H; , wenn gilt
t < _tm+n72;1fa-
oder
Ho:py > py  gegen Hy:py < py
Entscheidung fiir H; , wenn gilt
t> tm+n—2;1—o<-
In S-PLUS kann man die Funktion t.test verwenden.

t.test(x,y)
Standard Two-Sample t-Test
data: x and y
t = 3.8103,
df = 8,
p-value = 0.0052
alternative hypothesis:

true difference in means is not equal to O 95 percent

confidence interval:
0.82908 3.37092

sample estimates:
mean of x mean of y
12 9.9

Die Funktion liefert folgende Ergebnisse:
1. den Wert der Teststatistik t=3.8103

die Anzahl der Freiheitsgrade df=8
die Uberschreitungswahrscheinlichkeit 0.0052

ein Konfidenzintervall fir ux — py

ANl B

die Mittelwerte X und Y.

Zum Signifikanzniveau o = 0.05 wird die Nullhypothese abgelehnt, da die
Uberschreitungswahrscheinlichkeit 0.0052 kleiner als 0.05 ist.
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Der Welch-Test

Der t-Test beruht auf der Annahme, dafl die Varianzen der beiden Grund-
gesamtheiten gleich sind. Ist diese Annahme nicht erfiillt, so miissen wir die
Varianzen der beiden Grundgesamtheiten getrennt schétzen.

Es liegt nahe, folgende Schétzer zu verwenden:

sgfzﬁ ;(Xi—X)Q
und i
d= g X (-7
Es gilt:
X~N (MX, %)
und
Y ~N (My, %)
Somit gilt
I R ey
Also gilt

2 2
‘L{_{_‘LY
m n

Wir ersetzen 0% durch s% und o durch s und erhalten folgende Teststati-
stik

L, V-X
ks
m n

Diese ist unter Hy nicht t-verteilt.

Von Welch wurde 1947 vorgeschlagen, die Freiheitsgrade der t-Verteilung so
zu korrigieren, daf die Teststatistik approximativ t-verteilt ist.

Eine Herleitung dieses Vorschlags ist bei Miller: Beyond Anova, S.60-63 zu
finden.
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Die korrigierten Freiheitsgrade sind:

2
(&4
df = 2\ 2 2\ 2
1 5% 1 sy
- = + =
m—l(m) n—l(n)

Fiir das Datenbeispiel gilt

s = 1.15625
sy = 0.3625
Also erhalten wir als korrigierte Freiheitsgrade

g oo (HEmaey

1 (1.15625 2+1 0.3625 \ 2
1\ 5 1\ 5

= 6.284

In S-PLUS existiert die Moglichkeit, den Welch-Test durchzufiihren.
Beim Aufruf der Funktion t.test mufl man das Argument var.equal gleich
F setzen.

t.test(x,y,var.equal=F)
Welch Modified Two-Sample t-Test

data: x and y
t = 3.8103,

df = 6.284,
p-value = 0.0081

alternative hypothesis:
true difference in means is not equal to O

95 percent confidence interval:
0.7660406 3.4339594

sample estimates:
mean of x mean of y
12 9.9
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Bei unserem Beispiel sind die Freiheitsgrade nicht mehr 8 wie unter der An-
nahme identischer Varianzen sondern 6.284. Die Uberschreitungswahrschein-
lichkeit dndert sich kaum.

Der F-Test

Der t-Test beruht auf der Annahme identischer Varianzen. Es liegt nahe,
diese Annahme mit einem Test zu iiberpriifen.

Das Testproblem des zweiseitigen Tests lautet:

L2 2

H, : 0% # o3

Es liegt nahe, die Stichprobenvarianzen

I
g
B
|
s

sk

und

zu vergleichen.
Die Teststatistik des F-Tests ist gerade der Quotient dieser beiden Stichpro-
benvarianzen.

_ 5%
=5
Unter Hy ist die Teststatistik F' F-verteilt mit m—1 und n—1 Freiheitsgraden.

Eine Herleitung ist bei Mood,Graybill,Boes(1974): Introduction to the theory
of statistics, S.246 ff. zu finden.

In S-PLUS gibt es fiir den F-Test die Funktion var.test.

F

var.test(x,y)

F test for variance equality
data: x and y
F =3.1897,
num df = 4, denom df = 4,
p-value = 0.2874

alternative hypothesis:
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true ratio of variances is not equal to 1

95 percent confidence interval:
0.332099 30.635138

sample estimates:
variance of x variance of y

1.15625 0.3625

Die Funktion liefert folgende Ergebnisse:

den Wert der Teststatistik /' = 3.1897
die Anzahl der Freiheitsgrade des Zahlers 4
die Anzahl der Freiheitsgrade des Nenners 4

die Uberschreitungswahrscheinlichkeit 0.2874

2

ein Konfidenzintervall fiir U—);
Oy

s§( = 1.15625

s% = 0.3625

Obwohl die beiden Varianzen sich betréchtlich unterscheiden, lehnt der F-
Test die Gleichheit nicht ab, da die Uberschreitungswahrscheinlichkeit grofier
als « ist.

Der t-Test in der Praxis

Unter der Annahme der Normalverteilung liegt es nahe, bei einem Test auf
Gleichheit der Erwartungswerte im unverbundenen Zweistichprobenproblem
eine der drei folgenden Vorgehensweisen zu wihlen:

1.

2.

immer den t-Test durchzufithren

immer den Welch-Test durchzufiihren

. erst den F-Test auf Gleichheit der Varianzen durchzufiithren. Wird bei

diesem die Nullhypothese abgelehnt, so wird der Welch-Test durch-
gefiihrt, ansonsten der t-Test.
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Moser, Stevens[1992], American Statistician, S.19-21, haben die drei Vorge-
hensweisen miteinander verglichen.

Sie kommen zu folgendem Ergebnis:

Sind die beiden Stichprobenumfinge gleich, so unterscheiden sich die drei
Vorgehensweisen nicht. Bei gleichem Stichprobenumfang sollte man also den
t-Test durchfiihren, da dieser ein exakter Test ist.

Sind die beiden Stichprobenumfinge ungleich, so sollte man den Welch-Test
durchfithren, aufler man weif}, dafl das Verhéltnis der Varianzen nahe am
Wert 1 liegt.

Der Wilcoxon Rangsummentest

Der t-Test beruht auf der Annahme der Normalverteilung. Ist diese nicht
gerechtfertigt, sollte man einen nichtparametrischen Test durchfiihren.

Der bekannteste ist der Wilcoxon-Rangsummentest.

Dieser beruht auf folgenden Annahmen:

Die Zufallsvariablen Xy, ..., X,, seien unabhéngig und identisch mit stetiger
Verteilungsfunktion F'y(x) verteilt sind und die Zufallsvariablen Y;,...,Y,
seien unabhéngig und identisch mit stetiger Verteilungsfunktion Fy (y). Das
zweiseitige Testproblem lautet

Hy: Fy(z) = Fy(2) furalle ze®R

gegen
Hy:Fy(z)=Fx(z—A) mit A#DO0.

Unter der Nullhypothese kommen alle Beobachtungen aus einer Grundge-
samtheit. Dies sollte sich in der Stichprobe dadurch zeigen, daf3 die Beob-
achtungen der beiden Stichproben gut gemischt sind. Es sollten also nicht
alle Beobachtungen der einen Stichprobe an dem einen Ende und alle Be-
obachtungen der anderen Stichprobe nicht alle an dem anderen Ende der
gemeinsamen geordneten Stichprobe liegen.
Schauen wir uns dazu den Fall m=n=3 an.
Die Konfiguration

T Yy Yy x xr oy
deutet darauf hin, dal die Beobachtungen aus einer Grundgesamtheit kom-
men.
Die Konfiguration

T r T Yy y y
und die Konfiguration

Yy Yy y r T x
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deuten darauf hin, dafl sich die Grundgesamtheiten hinsichtlich der Lage
unterscheiden.

Wie kénnen wir diese Muster mit Hilfe einer geeigneten Teststatistik erken-
nen?

Der Wilcoxon Rangsummentest benutzt die Range R(X;) der X; in der ge-
meinsamen Stichprobe Xi,..., X,,,Y:,...,Y,.

Der Rang R(X;) von X; gibt an, wieviele von allen Beobachtungen kleiner
oder gleich X sind.

Schauen wir uns dies fiir den Datenssatz der Kinder an.

Es gilt
T, = 12
ro = 10.5
r3 = 11.5
xqy = 13.25
rs = 12.75
1. = 9.5
Yo = 9.75
ys = 10.25
ys = 10.75
ys = 9.25

Es gilt
R(zy) = 8

denn 8 der Beobachtungen sind kleiner oder gleich 12.
Entsprechend erhalten wir

Y

(22)

R(l‘g) =7
(z4) = 10
(5)

Ty

i

Ts
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Wie konnen wir die Rénge benutzen, um einen Lageunterschied aufzudecken?
Fiir

T Yy y xr x Yy
sind die Rénge der X; gleich

Fiir
T T T Yy y
sind die Rénge der X; gleich

Fir
Yy Yy Yy T x

sind die Rénge der X; gleich
4 5 6

Bildet man nun die Summe der Réange der z-Werte, so ist diese im ersten
Fall gleich 10, im zweiten Fall gleich 6 und im dritten Fall gleich 15.

Sehr kleine oder sehr grofle Werte der Summe der Rénge deuten also darauf
hin, daf§ die Beobachtungen aus unterschiedlichen Verteilungen kommen.

Auf dieser Idee basiert der Wilcoxon Rangsummentest.
Seine Teststatistik lautet:

Im Beispiel gilt
W=8+4+5+7+10+9 = 39.

Unter Hy kann die exakte Verteilung von W fiir kleine Stichprobenumfinge
einfach hergeleitet werden.

Es werden als Rédnge die natiirlichen Zahlen 1,2,...,m + n vergeben.

Wenn H, zutrifft, stammen alle Beobachtungen aus der gleichen Grund-
gesamtheit, und jede Aufteilung der Réange auf die beiden Stichproben ist
gleichwahrscheinlich.

Fiir jede dieser Rangaufteilungen bestimmen wir den Wert von W.
Wir wollen dies fiir den Fall m = n = 3 durchfiihren.

-

Moglichkeiten, aus der Menge der Réange {1,2,3,4,5,6} drei Rénge fiir die
erste Stichprobe auszuwéhlen.

Es gibt insgesamt
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Alle diese Fille und der zugehorige Wert von W sind in der folgenden Tabelle
angegeben.

Rangkonfiguration | Wert von W
12,3 6
1,2,4 7
12,5 8
1,2,6 9
1,3,4 8
1,3,5 9
1,3,6 10
1,4,5 10
1,4,6 11
1,5,6 12
2,34 9
2,3,5 10
2,3,6 11
2,4,5 11
2,4,6 12
2,5,6 13
3,4,5 12
3,4,6 13
3,5,6 14
4,5,6 15
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Durch einfaches Auszéhlen erhalten wir die Verteilung von W fiir m = n = 3:

w | P(W=w)
6 0.05
7 0.05
8 0.10
9 0.15
10 0.15
11 0.15
12 0.15
13 0.10
14 0.05
15 0.05

Fiir m = n = 3 gilt also wg g5 = 6 und wy10 = 7.
In S-PLUS gibt es eine Funktion dwilcox, die die exakte Verteilung des
Wilcoxon-Rangsummentests liefert.

Wir miissen uns nur noch iiberlegen, was fiir die Stichprobenumféinge m und
n der kleinste und der grofite Wert von W sind.

Der kleinste Wert von W wird angenommen, wenn die kleinsten m Beobach-
tungen alle aus der 1. Stichprobe kommen.

In diesem Fall nimmt W den Wert
i 1
WS m (m + 1)
i=1 2
an.

Der grofite Wert von W wird angenommen, wenn die groiten m Beobach-
tungen alle aus der 1. Stichprobe kommen.
In diesem Fall nimmt W den Wert

W= >

2 2
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m(m+2n+ 1)
2

an.
In S-PLUS konnen wir diese Zahlen natiirlich viel einfacher bestimmen:

m<-n<-3
werte<-sum(1l:m) :sum((n+1) : (m+n))

werte
(1] 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

cbind(werte,dwilcox(werte,m,n))

[1,] 6 0.05
[2,] 7 0.05
[3,] 8 0.10
(4,] 9 0.15
[5,] 10 0.15
(6,1 11 0.15
(7,1 12 0.15
[8,] 13 0.10
[9,] 14 0.05
[10,] 15 0.05

Die Entscheidungsregel beim zweiseitigen Test lautet:
Entscheidung fiir H;, wenn gilt

W <wae oder W 2>m(m+n+1)—wye

Im Datenbeispiel gilt
W =39

Fir m = n = 5 ist der maximale Wert von W gleich 40.
Nur die Rangkonfiguration {5,7,8,9,10} liefert den Wert W = 39 und nur
die Rangkonfiguration {6,7,8,9,10} liefert den Wert W = 40.

Insgesamt gibt es
10
= 252
(%)

Rangkonfigurationen.
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Da wir einen zweiseitigen Test durchfiihren, betriagt die Uberschreitungs-

wahrscheinlichkeit 4
—— =0.0159
252
In S-PLUS ist der Wilcoxon Rangsummentest in der Funktion wilcox.test

implementiert:

wilcox.test(x,y)

Exact Wilcoxon rank-sum test
data: x and y
rank-sum statistic W = 39,
n=5,m=25,
p-value=0.0159

alternative hypothesis: true mu is not equal to O
Sie liefert folgende Information
e den Wert der Teststatistik W = 39
e die Umfénge der beiden Stichproben
e die Uberschreitungswahrscheinlichkeit 0.0159

Zum Signifikanzniveau o = 0.05 wird H, also abgelehnt.

Fiir grofle Stichprobenumfénge ist es nicht einfach, die exakte Verteilung von
W herzuleiten. In diesem Fall kann man auf die Asymptotik zuriickgreifen.
Fiir grofle Werte von m und n ist die standardisierte Teststatistik

W — E(W)
Var(W)

unter Hy approxmativ standardnormalverteilt.

Ein Beweis dieser Tatsache ist bei Randles,Wolfe: Introduction to the theory
of Nonparametric Statistics zu finden.

Wir benotigen noch E(W) und Var(W).
Unter Hy gilt

EW) = m(]\;—i—l)
Var(W) — mn (N +1)

12
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mit N =m + n.
Dies sieht man folgendermafen:
In Satz 1.4.3 wurde gezeigt

Also gilt

m (N +1)
2
Auflerdem wurde in SATZ 1.4.3 gezeigt:

N2 -1

Var(R;) = 5

N+1
Cov(R;, R;) = —1—;

Also gilt

Var(W) = Var (iR(&))

i=1

_ i Var (R(X)) + ; Cov(R(X.), R(X;))
moN2 1 N+l

=2 Tl

i=1 i#£j

m(N*>—=1) m(m-1)(N+1)

12 12

mn (N +1)
12

199
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In vielen praktischen Anwendungen kommen Bindungen vor.

Bei dem folgenden Beispiel aus Schlittgen: Einfithrung in die Statistik ist dies
der Fall.

Beispiel 2.2.1 In einer Abteilung eines Krankenhauses wurden bei Stich-
proben aus zwei Patientenkollektiven, die an dhnlichen Krankheiten litten,
die Verweildauer der Patienten im Krankenhaus in Tagen ermittelt.

Es ergaben sich folgende Werte:
Kollektiv 1:

1 3 &5 7 10 11 12 12 14 14 15
15 156 15 15 16 17 21 21 22 30

Kollektiv 2:

1 1 1 2 2 4 4 4 5 65 6 7
9 9 10 10 10 10 11 11 14 15 19 23

Die 1 kommt viermal vor. Also erhélt jede 1 den Rang

14+2+3+4

=25
4

Wir geben die Daten in S-PLUS ein:
x<-c(1,3,5,7,10,11,12,12,14,14,15,15,15,15,15,16,17,21,21,22,30)
y<-c(1,1,1,2,2,4,4,4,5,5,6,7,9,9,10,10,10,10,11,11,14,15,19,23)
und bestimmen die Rénge der Beobachtungen des ersten Kollektivs:
rank(c(x,y)) [1:1length(x)]

[1] 2.5 7.0 12.0 1
34.5 34.5 34.

0 15. 0.
5 34.

1.0 30.0
5 43.0 45.0

52 256.0 27.5 27.5 30.0
5 34.5 38.0 39.0 41.5 41.5
Der Wert von W ist

sum(rank(c(x,y)) [1:1length(x)])

[1] 618.5
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Wir miissen wie schon im Einstichprobenproblem beim Wilcoxon-Vorzeichen-
Rangtest die Varianz der Teststatistik modifizieren.

Es gilt

mn 1 T

7j=1
Dabei ist r die Anzahl der Gruppen mit Bindungen und b; die Anzahl der
Beobachtungen in der j.ten Bindungsgruppe.
Die erste Bindungsgruppe ist zum Beispiel die Zahl 1. Sie kommt viermal
Vor.
Deshalb ist

by = 4.

Somit ist folgende Grofle approximativ standardnormalverteilt, wobei wir die
Stetigkeitskorrektur verwenden:

Ww_os5_ MmN+
2
mn 1 T
— 1- - b — b
g |mrn N(N—1)jzl(ﬂ )

In S-PLUS erhalten wir

wilcox.test(x,y)
Wilcoxon rank-sum test

data: x and y

rank-sum normal statistic with correction Z =3.0797,
p-value =0.0021

alternative hypothesis: true mu is not equal to O
Warning messages:

cannot compute exact p-value with ties in:
wil.rank.sum(x, y, alternative, exact, correct)
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Sehr oft soll ein ordinalskaliertes Merkmal in zwei Gruppen verglichen wer-
den. Die Daten liegen in der Regel in Form einer Kontingenztabelle vor, was
dazu fiihrt, da§ der Chiquadrattest durchgefiihrt wird. Die Anwendung des
Wilcoxon-Rangsummentest wére aber sinnvoller.

Schauen wir uns ein Beispiel an.

Beispiel 2.2.2 Die Besucher des Films "Titanic” wurden gefragt, wie thnen
der Film gefallen hat.

Die folgende Tabelle zeigt das Ergebnis der Befragung fiir die Frauen und die
Minner.

sehr gut | gut | mittelmdfig

wesblich 13 10 2
mdannlich 6 7 7

Es soll untersucht werden, ob der Film von Frauen und Mdannern unterschied-
lich eingeschdtzt wird.

Wir geben die Daten als Matrix ein.

titanic<-matrix(c(13,6,10,7,2,7),2,3)

titanic

[,11 [,2] [,3]
[1,] 13 10 2
[2,] 6 7 7

und fithren den Chiquadrattest durch.

chisq.test(titanic)

Pearson’s chi-square test
without Yates’ continuity correction

data: titanic
X-squared = 5.3972,
df = 2,

p-value = 0.0673

Warning messages:
Expected counts < 5. Chi-squared approximation may not be
appropriate. in: chisq.test(titanic)
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Wir sehen, dafl die Nullhypothese identischer Verteilungen bei Frauen und
Ménnern zum Niveau o = 0.05 nicht abgelehnt wird.

Wenn wir den Chiquadrattest auf den Datensatz anwenden, beriicksichtigen
wir nicht samtliche in den Daten enthaltene Information.

Die Einschétzung ist ndmlich ordinal.

Wir konnen das Testproblem auch als unverbundenes Zweistichprobenpro-
blem auffassen, wobei die Daten ordinal mit sehr vielen Bindungen sind.

Kodierten wir ’sehr gut’ mit 1, 'gut’ mit 2 und 'mittelmaBig’ mit 3, so liegen
die Daten in folgender Form vor:
Bei den Frauen erhalten wir folgende Werte
11111111111 11222222222233
und bei den Ménnern erhalten wir folgende Werte
11111122222223333333
Wir kénnen uns die Daten in S-PLUS folgendermaflen erzeugen:
frauen<-rep(1:3,titanic[1,])
maenner<-rep(1:3,titanic[2,])
Wir fithren den Wilcoxon-Rangsummentest durch:
wilcox.test(x,y)
Wilcoxon rank-sum test
data: x and y
rank-sum normal statistic with correction Z = -2.0213,
p-value = 0.0433
alternative hypothesis: true mu is not equal to O
Warning messages:
cannot compute exact p-value with ties in:

wil.rank.sum(x, y,alternative, exact, correct)

Wir sehen, dafl die Nullhypothses identischer Verteilungen bei Méannern und
Frauen beim Wilcoxon-Rangsummentest abgelehnt wird.
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Der Median-Test

Der t-Test im unverbundenen Zweistichprobenproblem verwendet die Beob-
achtungen, wiahrend der Rangsummentest auf den Réngen basiert. Insofern
entsprechen sie dem t-Test und dem Vorzeichenrang-Test im Einstichproben-
problem.

Bisher haben wir keinen Test, der dem Vorzeichentest entspricht. Bei diesem
wird nur gezahlt.

Dies leistet im unverbundenen Zweistichprobenproblem der Median-Test.
Er basiert auf folgender Idee:

Wenn alle Beobachtungen aus einer Grundgesamtheit kommen, erwarten wir,
dafl die Hélfte der Beobachtungen jeder Stichprobe kleiner als der gemeinsa-
me Median M ist.

Wir bestimmen also die Werte folgender Zufallsvariablen:

Ni11 Anzahl der Beobachtungen in der ersten Stichprobe, die kleiner
als der gemeinsame Median M sind

N1 Anzahl der Beobachtungen in der zweiten Stichprobe, die kleiner
als der gemeinsame Median M sind

Dann koénnen wir die Daten folgendermaflen in einer Kontingenztabelle zu-
sammenstellen:

<M > M
1. Stichprobe Nyy m — Ny m
2. Stichprobe Ny n — Ny n
Nip+Nog [ m+n—Nig—Nog [ m+n

Die Ausgangssituation und das Testproblem sind mit denen von Fishers-Test
identisch.
Wir koénnen also Fishers Test anwenden.

Im unverbundenen Zweistichprobenproblem mit stetigen Merkmalen heif3t
dieser Median-Test.
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Schauen wir uns dies fiir das Datenbeispiel an.

Es gilt

Der geordnete Datensatz lautet

T
T2
T3
Ty
Ts
Y1
Y2
Ys
Ya
Ys

12
10.5
11.5
13.25
12.75
9.5
9.75
10.25
10.75
9.25
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9.26 9.50 9.75 10.25 10.50 10.75 11.50 12.00 12.75 13.25

Der Median ist 10.625.

In der ersten Stichprobe ist eine Beobachtung kleiner als 10.625, wéahrend in

der zweiten Stichprobe 4 Beobachtungen kleiner als 10.625 sind.
Wir erhalten somit folgende Kontingenztabelle:

Auf diese konnen wir Fishers exakten Test anwenden.

1

4

4

1

In S-Plus geht das dann so: Wir bestimmen den Median beider Stichproben:

m<-median(c(x,y))

m
[1] 10.625

Dann zéhlen wir, wieviele der Beobachtungen in der ersten Stichprobe kleiner

als m sind

sum (x<m)
(1] 1
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und wieviele der Beobachtungen in der zweiten Stichprobe gréfler als m sind

sum(x>m)
[1] 4

Danach kommt die zweite Stichprobe dran

sum (y<m)
[1] 4

sum (y>m)
(1] 1

Danach bauen wir die Kontingenztabelle auf:

h<-matrix(c(sum(x<m),sum(x>m) ,sum(y<m) ,sum(y>m)),2,2)

h

(,1] [,2]
[1,] 1 4
[2,] 4 1

Fishers Test fiir die Tabelle h ergibt dann das Ergebnis.
fisher.test (h)
Fisher’s exact test

data: h
p—value = 0.2063
alternative hypothesis: two.sided



Kapitel 3

Das c-Stichprobenproblem

Im Zweistichprobenproblem soll iiberpriift werden, ob sich zwei Behandlun-
gen hinsichtlich ihrer Wirkung unterscheiden. Sollen mehr als zwei Behand-
lungen verglichen werden so spricht man vom c-Stichprobenproblem.

Auch hier kann man auf zwei Arten vorgehen:

Man kann N = n; + ...+ n. Objekte auswihlen, diese auf ¢ Gruppen der
Umfénge n; , « = 1,...,c aufteilen und alle Objekte einer Gruppe mit einer
der Behandlungen versehen.

Man spricht in diesem Fall vom unverbundenen c-Stichprobenproblem.
Die andere Vorgehensweise besteht darin, n Blocke zu bilden, die aus jeweils ¢
dhnlichen Objekten bestehen. Jede Behandlung wird dann genau einem Ob-
jekt innerhalb eines Blockes zugeordnet, so dafl innerhalb eines Blockes alle
Behandlungen vorliegen. Dabei kann ein Block natiirlich ein einzelnes Objekt
sein, zum Beispiel eine Person, der die Behandlungen zu unterschiedlichen
Zeitpunkten zugeordnet werden. In diesem Fall spricht man vom verbunde-
nen c-Stichprobenproblem.

207
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3.1 Unverbundene Stichproben

3.1.1 Einfaktorielle Varianzanalyse

Drei Maschinen sollen hinsichtlich ihrer stiindlichen Ausbringungsmenge ver-
glichen werden. Da die stiindliche Ausbringungsmenge Zufallsschwankungen
unterliegt, wird iiberpriift, ob die durchschnittlichen Ausbringungsmengen
der Maschinen gleich sind. Dazu werden bei jeder Maschine die Ausbrin-
gungsmengen von fiinf unterschiedlichen Stunden bestimmt.

Sei x;; die Ausbringungsmenge an Maschine ¢ zum Zeitpunkt j,7 = 1,2,3,j =

1,2,3,4,5.
Es ergaben sich folgende Werte:

Maschine

Ausbringungsmenge

1
2
3

47 53 49 50 46
55 54 58 61 52
52 50 51 53 49

Machen wir uns zunichst ein Bild von den Daten. Hierzu erstellen wir die

Boxplots der drei Maschinen.

Maschine 1

60 —

55 —

50 —

—

M1

Wir sehen, daf sich die Ausbringungsmengen der drei Maschinen hinsichtlich

der Lage unterscheiden.

Wir wollen nun iiberpriifen, ob dieser Unterschied signifikant ist.

M2

M3
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Unser Ziel ist es also herauszufinden, ob sich die erwarteten Ausbringungs-
mengen ; der Maschinen unterscheiden.

Hierzu bendétigen wir eine geeignete Teststatistik.

Ein Unterschied in den Erwartungswerten p; sollte sich natiirlich auch in den
Mittelwerten Z; zeigen, fiir die gilt

n; =1

Wir schauen uns also die drei Mittelwerte an.

Es gilt
T = 49
Ty = 56
Z3 = bl

Wir sehen, daf} sich die drei Mittelwerte unterscheiden. Wie konnen wir diesen
Unterschied durch eine geeignete Maflzahl beschreiben?

Bei zwei Stichproben ist dies einfach. Wir schauen uns die Differenz z; — 7;
der beiden Mittelwerte an.

Bei mehr als drei Stichproben konnen wir alle paarweisen Vergleiche durch-
fithren, also Z; mit Ty, 7 mit Z3 und Ty mit 3 vergleichen.

Hierdurch erhalten wir aber kein globales Maf fiir den Vergleich aller drei
Stichproben.

Um dieses zu erhalten, fassen wir die drei Mittelwerte als eine Stichprobe
auf und schauen, wie stark diese um den Mittelwert aller drei Mittelwerte
streuen.

Wir bilden also

1 £
N i=1 j=1 ’
Wegen
j=1
gilt
_ I &
r = — n; r;
N i=1
_ SN
= N T;

@
I
-
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Im Beispiel gilt

T =52
Wir sehen, daf3 die ersten beiden Mittelwerte weit vom Gesamtmittel entfernt
sind.
Nun schauen wir uns die Streuung der Stichprobenmittelwerte z; um das Ge-
samtmittel  an, wobei wir die quadrierten Abweichungen der Stichproben-
mittelwerte z; vom Gesamtmittelwert  noch mit den Stichprobenumfingen

n; gewichten:
&

SSA = Z n; ([fl — ZZ‘)Z

i=1
Wir nennen SS4 auch die Streuung zwischen den Stichproben.
Im Beispiel gilt

SS4 = 5-(49—52)°+5-(56 —52)> +5- (51 — 52)*
= 130

5SS, allein ist aber noch keine geeignete Teststatistik zur Uberpriifung der
Gleichheit der Erwartungswerte.

In der folgenden Tabelle sind die Ausbringungsmengen von drei anderen Ma-
schinen angegeben.

Maschine | Ausbringungsmenge

1 20 42 53 45 55
2 48 57 65 59 51
3 57 59 48 46 45

Fiir die Mittelwerte der drei Maschinen gilt ebenfalls
1 = 49
Ty = 56
3 = bl
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Schauen wir uns die Boxplots der drei Maschinen an.

Maschine 2

65 —| 1

M1 M2 M3

Die Streuungen der Ausbringungsmengen der drei Maschinen ist in diesem
Fall sehr viel groler als im ersten Fall.

Die Streuungen der Werte der einzelnen Maschinen sind im zweiten Fall so
grof}, daf} die drei Stichproben auch von einer Maschine stammen kénnten.
Die unterschiedlichen Mittelwerte kénnen also allein aufgrund dieser groflen
Streuung zustandegekommen sein und nicht dadurch, daf§ die Maschine un-
terschiedliche Niveaus in der Produktion aufweisen.

Im ersten Fall hingegen ist die Streuung innerhalb der einzelnen Stichproben
so gering, dafl es plausibel erscheint, dafl der Unterschied in den Mittelwerten
an den unterschiedlichen Erwartungswerten liegt.

Eine Teststatistik eines Tests auf Gleichheit der Erwartungswerte sollte al-
so nicht nur die Unterschiede zwischen den Mittelwerten sondern auch die
Streuung innerhalb der Stichproben beriicksichtigen.

Ein sinnvolles Maf fiir die Streuung innerhalb einer Stichprobe ist die Summe
der quadrierten Abweichungen der Beobachtungen vom Stichprobenmittel-

wert:
> (@i — )
=1
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Fiir das erste Beispiel gilt
Z x;— 1) = (47 —49)° + (53 — 49)° + (49 — 49)* +

+ (50 — 49)* + (46 — 49)?
= 30

3
I\

(ZEQj—J_IQ)Q = 50

<.
Il
—

S
@

(Ztgj—f,(_]g)g = 10

<.
I
—

Fiir das zweite Beispiel gilt:

3
=

(xlj—f1)2 = 118

<.
Il
—_

3
I\

(legj—ff'g)Q = 180

<.
I
—

3
@

((L’gj—ff'g)Q = 170

<.
Il
—

Die Streuung innerhalb aller Stichproben beriicksichtigen wir dadurch, daf
wir die Streuungen innerhalb aller drei Stichproben addieren:

SSr =33 (v — &)’
i=1 j=1

Wir nennen SSg auch die Streuung innerhalb der Stichproben.
Im ersten Beispiel gilt:

SSr=30+504+ 10 =90
Im zweiten Beispiel gilt:

SSp =118 + 180 + 170 = 468
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Betrachten wir nun die Situation allgemein:
Wir gehen aus von den unabhéngigen Zufallsvariablen

Xityeo oy Xings ooy Xety oo oy Xen,
wobei
Xity ooy Xin,
identisch mit stetiger Verteilungsfunktion Fj(z) verteilt sind.
Zu testen ist:

Hy:Fi(z)=...=F.(z) firalle ze®R

gegen
H, : Fi(z) # F;(z) fiir mindestens ein Paar (7, j) mit i # j
Die klassische Annahme ist, dafl in den Grundgesamtheiten Normalvertei-
lungen vorliegen, wobei gilt
Xij ~ N(pi, 0®).
Es wird also unterstellt, daf3 die Varianz in allen Grundgesamtheiten gleich
ist.
Das Testproblem lautet:
HoilUl:...:,uc
gegen
Hy @ p; # pj  filr mindestens ein Paar (7, j) mit ¢ # j
Die Teststatistik fiir dieses Testproblem vergleicht nun die Streuung zwischen
den Stichproben mit der Streuung innerhalb der Stichproben.

Wir haben bereits gesehen, dafl dies eine sinnvolle Teststatistik ist, da es
nicht ausreicht, die Streuung zwischen den Stichproben allein zu betrachten.
Wirft man die Beobachtungen aller Stichproben in einen Topf, so kann man
die Streuung aller Beobachtungen um as Gesamtmittel bestimmen:

c n;

SST = Z Z (inj — J_I)2

i=1 j=1
Im ersten Beispiel erhalten wir:

SSr = (47 —52)° + (53 — 52) 4 (49 — 52)% + (50 — 52)* + (46 — 52)°
+ (55 —52)% + (54 — 52)% + (58 — 52)? + (61 — 52)> + (52 — 52)*

+ (52 —=52)* 4 (50 — 52)* + (51 — 52)° + (53 — 52)> + (49 — 52)°

= 220
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Hier gilt
SS, = 130
und
SSk =30+50+10 = 90
Wir sehen, daf} fiir das erste Beispiel gilt
SSp = SSi+ 5SSk
Im zweiten Beispiel gilt
SSp = (50 — 52)° + (42 — 52)% + (53 — 52)° + (45 — 52)* + (55 — 52)°
+ (48 —52)* 4 (57 — 52)% + (65 — 52)° + (59 — 52)* + (51 — 52)*

+ (57 —52)° + (59 — 52)% + (48 — 52)% + (46 — 52)° + (45 — 52)°

= 598
Hier gilt ebenfalls
SSy = 130
wéahrend die Streuung innerhalb der Stichproben viel gréfer ist
SSr =304 50+ 10 = 468
Wir sehen, dafl auch fiir das zweite Beispiel gilt

SSr = 554+ 5SSk
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Diese Beziehung gilt allgemein, wie man folgendermaflen sieht:

SST = Z Z (xij — f)z

i=1 j=1
- (v — )"+ 3. (7 — 2)°
i=1 j=1 i=1 j=1
+ 2 Z (zij — i) (T — 7)
i=1 j=1
- (i — &)+ Z n; (T; — I)2
i=1 j=1 i=1
+ 2> (@ —2) > (v —7;) =
i=1 j=1
- (v — )"+ ni (T — 7)°
i=1 j=1 i=1
= SS4+SSg

da gilt



216 KAPITEL 3. DAS C-STICHPROBENPROBLEM

Beim Vergleich werden aber die mittleren Streuungen betrachtet, wobei der
Mittelwert unter der Nebenbedingung bestimmt wird, wieviele der Summan-
den frei gewahlt werden konnen.

Die Streuung zwischen den Stichproben setzt sich ¢ Summanden zusammen,
von denen aber nur ¢ — 1 frei gewahlt werden konnen, da sich der Mittelwert
der c.ten Stichprobe aus

5,1_31,...,37071

ergibt.

Die Streuung innerhalb der Stichproben setzt sich aus N Summanden zu-
sammen.

In der i.ten Stichprobe ergibt sich aber z;,, aus der Kenntnis von

Tily -5 Ting—1, 'fz

Somit sind von den N Summanden nur N — ¢ frei wahlbar.
Wir erhalten also

1 C
MSSA = — Z n; (9_51—56)2
c—1i3
und . .
MSSR = (l‘z —J_Ii)2
N —c ;; !

Die Teststatistik ist

MSSa
MSSg

Ist die mittlere Streuung zwischen den Stichproben groff im Verhéltnis zur
mittleren Streuung innerhalb der Stichproben, so wird die Nullhypothese
identischer Erwartungswerte abgelehnt.

Unter der Nullhypothese ist die Teststatistik F-verteilt mit ¢ — 1 und N — ¢
Freiheitsgraden.
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In der Regel werden die Ergebnisse einer Varianzanalyse in einer ANOVA-

Tabelle zusammengestellt:

217

Quelle der | Quadratsummen | Freiheits- Mittlere F
Variation grade Quadratsummen
MSS
zwischen den SS4 c-1 MSS 4 S 52
Stichproben
Rest SSr N-c MSSg
Gesamt SSt N-1
Fiir das erste Beispiel ergibt sich folgende ANOVA-Tabelle:
Quelle der | Quadratsummen | Freiheits- Mittlere F
Variation grade Quadratsummen
zwischen den 130 2 65 8.7
Stichproben
Rest 90 12 7.5
Gesamt 220 14

Wegen F; 19,095 = 5.89 wird die Nullhypothese zum Niveau o = 0.05 abge-

lehnt.

Fiir das zweite Beispiel ergibt sich folgende ANOVA-Tabelle:

Quelle der | Quadratsummen | Freiheits- Mittlere F
Variation grade Quadratsummen
zwischen den 130 2 65 1.7
Stichproben
Rest 468 12 39
Gesamt 598 14

Wegen F5 19,095 = 5.89 wird die Nullhypothese

abgelehnt.

zum Niveau o = 0.05 nicht
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In S-PLUS kann man mit Hilfe der Funktion aov eine Varianzanalyse durch-
fithren.

Hierzu mufl man folgendes leisten:
Man erzeugt eine Variable anzahl mit den Werten aller drei Maschinen:

anzahl<-c(47,53,49,50,46,55,54,58,61,52,53,50,51,52,49)

Die ersten 5 Beobachtungen in anzahl stammen von Maschine 1, die néchsten
5 von Maschine 2 und die letzten 5 von Maschine 3.

Dies teilt man S-PLUS mit durch

maschine<-factor(rep(1:3,rep(5,3)))
maschine
11 111112222233333

Mit den beiden Variablen erzeugen wir einen dataframe
maschinel.df<-data.frame(maschine,anzahl)
den wir uns durch Aufruf anschauen konnen:

maschinel.df
maschine anzahl

1 1 47
2 1 53
3 1 49
4 1 50
5 1 46
6 2 55
7 2 54
8 2 58
9 2 61
10 2 52
11 3 53
12 3 50
13 3 51
14 3 52
15 3 49
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Vor der Durchfithrung einer Varianzanalyse sollte man sich die Daten anse-
hen. Hierzu gibt es eine Reihe von Mdoglichkeiten in S-PLUS.
Die Befehlsfolge

par (mfrow=c(2,2))
plot.design(maschinel.df)
plot.design(maschinel.df,fun=median)
plot.factor(maschinel.df)

erzeugt die folgenden Bilder:

56 - 2 T 55 o 2 T
54
54 -
_ = 53 o
5 g
5 =
= S 52 +
S
S
54 52 - —_— %
£ g
51 -+ 3
s
50 4 50
1 49 -~ 1

maschine maschine

Factors Factors

60 o

%5 !
N i |

maschine

anzahl

In der ersten Graphik werden die Mittelwerte und in der zweiten die Mediane
der Stichproben gezeichnet.

Die letzte Graphik zeigt die Boxplots der drei Gruppen, in denen sich ein
Lageunterschied der Gruppen zeigt.

Die Streuungen in den einzelnen Gruppen unterscheiden sich nicht zu stark.
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Jetzt kann man die Funktion aov aufrufen durch
maschinel.aov<-aov(anzahl “maschine,maschinel.df)

Die ANOVA-Tabelle erhilt man durch

summary (maschinel.aov)

Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)
maschine 2 130 65.0 8.666667 0.004687259
Residuals 12 90 7.5

Die Giite der Anpassung kann man nun wieder mit einigen Bildern {iberprii-
fen.

par (mfrow=c(2,2))
plot(fitted(maschinel.aov),resid(maschinel.aov))
hist(resid(maschinel.aov))
qqnorm(resid(maschinel.aov))
qqline(resid(maschinel.aov))

zeichnet die Residuen gegen die Gruppenmittelwerte, das Histogramm und
den normal probability plot.

2 )
3
o
>
)
2 Ho ] 1 4
° . ..
-4 o o o -
-6 -4 -2 o 2 a 6

50 52 54 56

resid(maschinel.aov)
o
L
o
] ] 0 ] ]

fitted(maschinel.aov) resid(maschinel.aov)

resid(maschineL.aov)

Quantiles of Standard Normal
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3.1.2 Kruskal-Wallis-Test

Ist die Annahme der Normalverteilung nicht gerechtfertigt, so sollte man
einen nichtparametrischen Test durchfiihren.

Am bekanntesten ist der Kruskal-Wallis-Test, der eine Verallgemeinerung des
Rangsummentests fiir das c-Stichprobenproblem darstellt.

Schauen wir uns diesen fiir das Beispiel der drei Maschinen an.
Hier sind noch einmal die Daten.

Maschine | Ausbringungsmenge

1 47 53 49 50 46
2 95 54 58 61 52
3 52 50 51 53 49

Da Bindungen vorliegen, nehmen wir von jeder Maschine zunéchst die ersten
drei Beobachtungen.
Wir erhalten also folgende Stichproben:

r11 = 47 T2 = 53 T3 = 49
To1 — 55 Tog = 54 To3 = 58
T3 = 52 T32 — 50 T33 = 51

Beim Wilcoxon-Rangsummentest werden die Rénge aller Beobachtungen in
der gemeinsamen Stichprobe bestimmt. Danach werden die Rangsummen der
Rénge der einzelnen Stichproben bestimmt.

Genauso wird beim Kruskal-Wallis-Test vorgegangen.

Wir bestimmen fiir jede Beobachtung X;; der Rang R;; in der gemeinsamen
Stichprobe
Xty ooy, Xings ooy Xety oo o Xen,-

Die erste Beobachtung x1; der ersten Stichprobe ist die kleinste aller Beob-
achtungen. Also erhélt sie den Rang 1.

Es gilt also
1 = 1

Analog erhalten wir die Rénge der anderen Beobachtungen.

r1 = 1 rp=6 rgz=2

T21 8 7“22:7 T23:9

s = 9 r3p=3 ry=4
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Beim Rangsummentest ist die Teststatistik die Rangsumme der ersten Stich-
probe. Bei zwei Stichproben ist dies sinnvoll, da die Summe aller Rénge
konstant ist. Bei mehr als zwei Stichproben miissen wir anders vorgehen.

Wir bilden die Summen der Rénge in den Stichproben:

Im Beispiel erhalten wir

Ry = 1+6+2

=9

Ry = 8+7+9
= 24

Ry = 5+3+4
= 12

Diese Rangsummen vergleichen wir nun mit ihren Erwartungswerten E(R;)
unter Hy.

Bei N Beobachtungen werden die Rénge 1,2..., N vergeben, wenn keine
Bindungen vorliegen.

Der erwartete Rang E(R;;) einer Beobachtung ist also

N+1
E(R;;) = —

Die erwartete Rangsumme der i.ten Gruppe ist somit
j=1

= > E(Ry)

j=1
MoN 41
j=1
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Unter Hy sollten die Rangsummen R; nicht zu stark von ihren Erwartungs-
werten abweichen.

Wir bilden die Summe der quadrierten Abweichungen der Rangsummen von
ihren Erwartungswerten:

T-% (Ri . ”i(N; 1)>2

=1

Kruskal und Wallis modifizieren diese Teststatistik nun so, daf} sie asympto-
tisch chiquadratverteilt ist und erhalten:

12 < 1 ni(N +1)\?
H=——"= N —(p AT
N(N+1)z;m< 2 )

Unter Hy ist der Erwartungswert von H gleich ¢ — 1. Dies ist gerade der
Erwartungswert einer mit ¢ — 1 Freiheitsgraden chiquadratverteilten Zufalls-
variablen.

Dies sieht man folgendermafen:

12 <1 ni(N +1)\°
EH) = ———— S —F -
(H) N(N+1);ni (RZ 2 )]
12 c 1
B 12 ilnz(N—i—l)(N—ni)
- N(N+1) =y 12
1 C
= —_— N—
Ni:]_( nl)
_ ¢cN-—-N
B N
= c—1

Somit besitzt H denselben Erwartungswert wie eine mit ¢—1 Freiheitsgraden
chiquadratverteilte Zufallsvariable.

Man kann auch zeigen, dafl H asymptotisch chiquadratverteilt mit ¢ — 1
Freiheitsgraden ist.
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Wir lehnen die Nullhypothese ab, wenn H zu grof} ist.
Man kann H nun so modifizieren, dafl die Berechnung leichter ist.

Es gilt
12 R?
H = ——— — —3(N +1
N(N+1);n2 (V+1)
Dies sieht man folgendermaflen:
12 <1 ni(N +1)\°
H= "> (g """~
N(N—l—l);nl( 2 )
12 c 1 N 2(N +1)°
= —Z RZZ 2R, ( + )_'_TLZ( + )
N(N+1) = n 2 4
12 °. R? N+1 N+1
= ST D ot 2m o YRt ;
N(N +1) En Z Zn)
12 ‘°R? _N+1N(N+1) N(N+1)
_ Z&_Q + (N + )+ (N+1)
N(N+1) \& n 2 2 1
B 12 Z 2 N(N+1)
- N(N+1) \S ny 4
c 2
_ Y +1
NN+ = n +1)
Fiir das Datenbeispiel gilt
R, =9
Ry = 24
Ry = 12
Also gilt
12 81 576
H = —[|—+—+4+1443) —-3-10
9-10 <3 + 3 * )

= 5.6
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Aus der Tabelle der exakten Verteilung im Buch von Biining und Trenkler

entnehmen wir
Py, (H > 5.6) = 0.05

Also lehnen wir die Nullhypothese zum Signifikanzniveau a = 0.05 ab.
In S-PLUS gehen wir folgendermaflen vor:

x<-c(47,53,49,55,54,58,52,50,51)
g<-rep(1:3,rep(3,3))

kruskal.test(x,g)
Kruskal-Wallis rank sum test
data: x and g
Kruskal-Wallis chi-square = 5.6, df = 2,
p-value = 0.0608
alternative hypothesis: two.sided

S-PLUS rechnet beim Kuskal-Wallis-Test nicht die exakte Verteilung un-
ter Hy aus. Die Uberschreitungswahrscheinlichkeit wird mit Hilfe der Chi-
quadratverteilung bestimmt. Dies sieht man, indem Eins minus Verteilungs-
funktion der Chiquadratverteilung mit 2 Freiheitsgraden an der Stelle 5.6
bestimmt:

1-pchisq(5.6,2)
[1] 0.06081006
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Fiir kleine Stichprobenumfinge kann man die exakte Verteilung auch selber
herleiten.

Wir betrachten den Fall ny = 2, ny = 2 und n3 = 1.

1. Stichprobe | 2. Stichprobe | 3. Stichprobe | H
12 3 4 2.7
12 4 3 2.7
13 2 4 1.8
13 4 2 1.8
14 2 3 0.3
14 3 2 0.3
23 1 4 2.7
23 4 1 2.7
24 1 3 1.8
24 3 1 1.8
34 1 2 2.7
34 2 1 2.7
Somit erhalten wir durch einfaches Auszéhlen die exakte Verteilung:
h | P(H =h)
0.3 1/6
1.8 1/3
2.7 1/2

Der Datensatz fiir Maschine 1 wies Bindungen auf. Wie beim Wilcoxon-Test
muB die Teststatistik modifiziert werden, um Bindungen zu beriicksichtigen:

H

L— 7 2 —b)

=1

H* =

Dabei ist r die Anzahl der Gruppen mit Bindungen und b; die Anzahl der
Beobachtungen in der j.ten Bindungsgruppe.

Schauen wir uns die fiir alle Beobachtungen der drei Maschinen an:
r11 = 47 x19=53 x13=49 x4 =50 x5 =46
Top = DD XTog =54 x93 =58 k94 =61 195 =52
Tzg = 92 X33 =050 x33 =051 x34 =53 x33=49
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Die Rénge sind:
"1 = 2 T12 = 10.5 T3 = 3.5 T4 = 5.9 s = 1
o1 = 13 T99 = 12 T93 = 14 Toq = 15 T95 = 8.5
31T = 8.5 T3y = 5.5 33 = 7 T34 = 10.5 sy = 3.5
Fiir die Rangsummen gilt
Ry = 2+105+35+55+1
= 225

Ry = 13+12414+15+85
= 62.5

Ry = 85+55+7+105+35

= 35
Also erhalten wir fiir H:
12 506.25  3906.25
H = 12255) —3-16
15-16 ( 5 + )
= 8.375

In der folgenden Tabelle sind die Bindungsgruppen mit den jeweiligen Beset-
zungshaufigkeiten:

=

.

46
47
49
90
o1
52
93
o4
95
58
61

— = = = NN N = NN =
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Wir erhalten also als Nenner in H*:

1 1
1l———— S =b) = 1———— -2
N3—NJZ_:(] i) 155 — 15

= 0.9928571

Also gilt

8.375
0.9928571

= 8.435252

*

In S-PLUS erhalten wir das gleiche Ergebnis:

attach(maschinel.df)
kruskal.test (anzahl,maschine)
Kruskal-Wallis rank sum test
data: anzahl and maschine
Kruskal-Wallis chi-square = 8.4353,
df=2,
p-value = 0.0147

alternative hypothesis: two.sided
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Ein wichtiger Spezialfall fiir einen Kruskal-Wallis-Test mit Bindungen liegt
bei einer Kontingenztabelle vor, bei der eine Kategorie geordnet ist.
Schauen wir uns dazu ein Beispiel an.

100 Personen wurden gebeten, die wirtschaftliche Lage einzuschéatzen, wobei
als Antworten ’schlecht’, 'normal” und ’gut’ vorgegeben waren.

AuBerdem wurden sie gefragt, welche Partei sie wéahlen.
Es ergab sich folgende Tabelle:

schlecht | normal | gut
SPD 20 17 5
CDhU 10 15 15
FDP 1 3
Griine 5) 3 2

Wir wollen iiberpriifen, ob die Einschéitzung der wirtschaftlichen Lage bei
den Wéhlern der unterschiedlichen Parteien gleich ist.

Es liegt nahe, den Chiquadrat-Unabhéngigkeitstest anzuwenden.

Wir geben die Daten als Matrix h ein

h<-matrix(c(20,10,1,5,17,15,3,3,5,15,4,2),4,3)
h
(11 [,2] [,3]
[1,] 20 17 5
[2,] 10 15 15
[3,] 1 3 4
(4,] 5 3 2

und rufen die Funktion chisq.test mit dieser Matrix auf:

chisq.test(h)
Pearson’s chi-square test without Yates’ continuity correction

data: h

X-squared = 12.0852,
df = 6,

p-value = 0.0601

Warning messages: Expected counts < 5. Chi-squared approxi-
mation may not be appropriate in: chisq.test(h)
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Der Test lehnt zum Niveau o = 0.05 die Nullhypothese nicht ab.

Wir kénnen aber auch den Kruskal-Wallis-Test durchfiihren.

Die Einschétzung der wirtschaftlichen Lage ist eine geordnete Variable, die
wir mit 1=schlecht, 2=normal und 3=gut kodieren konnen.

Dann haben 20 der SPD Wiéhler den Wert 1, bei den CDU Wéhlern sind es
10, u.s.w.

Wir erzeugen also zunéchst einen Datenvektor mit den Werten:

as.vector(t(h))
[1] 20 17 5101515 1 3 4 5 3 2

d<-rep(rep(1:3,4),as.vector(t(h)))

d
[1]

w =

[60]

NN~ DN -
W N =N -
W wrLr N -
W w e~ N =
W w = N -
= W NN -
= W NN -
= W NN
N W NN -
N W N W
N W N W

1
2
1
3
1

WNWN =
W N WN -
WN - DN -
=N =N -
NN - N -
NN~ DN -
= W NN -

3
33

Dann rufen wir die Funktion kruskal.test auf, wobei wir beriicksichtigen,
dal man auch anstatt der Gruppenzugehorigkeit angeben kann, wieviele in
jeder Gruppe sind.

kruskal.test(d,rep(1:4,apply(h,1,sum)))
Kruskal-Wallis rank sum test

data: d and rep(1:4, apply(h, 1, sum))
Kruskal-Wallis chi-square= 11.2088,

df = 3,

p-value = 0.0106

alternative hypothesis:
two.sided

Der Kruskal-Wallis-Test lehnt im Gegensatz zum Chiquadrattest die Hypo-
these ab.
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3.1.3 Der Jonckheere-Test

Der Kruskal-Wallis-Test iiberpriift, ob die Verteilungen der Grundgesamt-
heiten sich beziiglich der Lage unterscheiden. Sehr oft hat man aber vor der
Analyse eine Vorstellung iiber die Beziehung der Lageparameter unter der
Alternativhypothese.

Das folgende Beispiel macht dies deutlich.

Beispiel 3.1.1 FEs soll untersucht werden, ob Koffein einen Einfluf§ auf die

Konzentrationsfihigkeit hat. Dazu werden 30 Studenten zufdllig auf drei gleich-
grofie Gruppen aufgeteilt. Die 10 Studenten der ersten Gruppe erhalten ein

Getrink ohne Koffein, die der zweiten Gruppe eins mit 100 mg Koffein und

die der dritten Gruppe eins mit 200 mg Koffein. Danach miissen die Studen-

ten 1 Minute mit dem Zeigefinger auf den Tisch klopfen. Es wird die Anzahl

der Schlige bestimmi.

Es ergaben sich folgende Werte:

0 mg: 242 245 244 248 247 248 242 244 246 242
100 mg: 248 246 245 247 248 250 247 246 243 244
200 mg: 246 248 250 2562 248 250 246 248 245 250

In diesem Datensatz liegen eine Reihe von Bindungen vor. Da wir zunéchst
den Fall ohne Bindungen betrachten wollen, wahlen wir aus jeder Gruppe
drei Beobachtungen aus:

0 mg: 242 245 244
100 mg: 248 247 243
200 mg: 246 250 252

Es soll hier nicht nur iiberpriift werden, ob die Konzentrationsfahigkeit von
der Dosis Koffein abhéngt, sondern sogar, ob sie mit wachsender Dosis zu-
nimmt.

Wir wollen also testen

Ho:py = pe = p3

gegen
Hyzpn < po < ps
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Wir betrachten nun einen geeigneten Test.

Wir wollen iiberpriifen, ob mit wachsendem Koffeingehalt die Anzahl der
Schliage pro Minute zunimmt.

Hierzu vergleichen wir zuerst die erste Stichprobe mit der zweiten, denn die
erste Stichprobe mit der dritten und denn die zweite Stichprobe mit der
dritten.

Beginnen wir mit dem Vergleich der ersten mit der zweiten Stichprobe.
Kommt die zweite Stichprobe aus einer Grundgesamtheit, deren Verteilung
beziiglich der Lage grofler als die Verteilung, aus der die erste Stichprobe
gezogen wurde, so wird man erwarten, dafl die meisten Beobachtungen der
ersten Stichprobe kleiner sind als die Beobachtungen der zweiten Stichprobe.
Wir vergleichen also jeden Wert der zweiten Stichprobe mit jedem Wert der
ersten Stichprobe und zéhlen, wie oft ein Wert der zweiten Stichprobe grofier
ist als ein Wert der ersten Stichprobe.

Dies ist die Teststatistik des Vergleichs der ersten mit der zweiten Stichprobe.
Schauen wir uns fiir das Beispiel an.

Die Daten sind

0 mg: 242 245 244
100 mg: 248 247 243

Die erste Beobachtung 248 der zweiten Stichprobe ist gréfler als alle drei
Beobachtungen der ersten Stichprobe. Also triagt diese Beobachtung den Wert
3 zur Teststatistik bei.

Die zweite Beobachtung 247 der zweiten Stichprobe ist ebenfalls grofler als
alle drei Beobachtungen der ersten Stichprobe. Also trigt diese Beobachtung
auch den Wert 3 zur Teststatistik bei.

Die dritte Beobachtung 244 der zweiten Stichprobe ist grofler als eine Beob-
achtung der ersten Stichprobe. Also tragt diese Beobachtung den Wert 1 zur
Teststatistik bei.

Die Teststatistik nimmt also den Wert
3+34+1=7

arll.

Der Vergleich der ersten mit der dritten Stichprobe liefert den Wert 9 und
der Vergleich der zweiten mit der dritten Stichprobe liefert den Wert 7.

Um alle drei zu vergleichen, addiert die Werte der drei Vergleiche und erhélt
den Wert 23.

Spricht dieser Wert fiir die Gegenhypothese?
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Schauen wir uns die Vorgehensweise allgemein an.

Um die i.te mit der j.ten Stichprobe zu vergleichen, bilden wir die Teststati-
stik

g n,
Uj=>_.> Du
t=1 s=1

{ 1 fir X < th
st —
0 sonst

Es wird also fiir jede Beobachtung der j.ten Stichprobe bestimmt, wieviele
der Beobachtungen in der i.ten Stichprobe kleiner sind.
Vergleicht man ¢ Stichproben unter der Alternative, daf§ die Lageparameter
mit wachsender Stichprobennummer immer grofier werden, so bildet man die
Teststatistik

V=> U

i<j

Der zugehorige Test wird Jonckheere Test genannt.
Unter der Nullhypothese identischer Verteilungen gilt:

E(V) = i <N2 _ Zl n3>

und

Var(V) = % <N2 (2N +3) — Z (n? (2n; + 3))

Dabei ist n; der Stichprobenumfang der i.ten Stichprobe.
Auflerdem ist
N=ni+...+n.

Fiir grofle Stichprobenumfinge ist
V —E(V)
Var(V)

approximativ standardnormalverteilt.

Wir lehnen H, ab, wenn gilt
J Z fl—a

wobei z1_, das 1 — a—Quantil der Standardnormalverteilung ist.
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Fiir das Datenbeispiel gilt
Ny = N9 = N3z = 3.

Also gilt N = 9.
Wir erhalten

EWV) = 1 (97— (3% +3%+3))

4
= 135
und
Var(V) = % <N2 (2N +3) — ; (n? (2n; + 3))

- % (9(2-9+3)—3-3%(2-3+3))

= 20.25
Es gilt also

, _ 23-135)
v/20.25
= 211

Wegen zy95 = 1.645 lehnen wir H, ab.
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Wie kénnen wir dies in S-PLUS implementieren?
Wir erstellen zunachst einen Vektor mit den Werten der neun Personen:

ka<-c (242,245,244 ,248,247,243,246,250,252)
ka
[1] 242 245 244 248 247 243 246 250 252

und einen Vektor mit der Gruppenzugehérigkeit:

gr<-rep(1:3,c(3,3,3))

gr
[1] 111222333

Mit Hilfe der Funktion outer konnen wir das dulere Produkt von zwei Vek-
toren beziiglich eines Operators bilden.

Wir wihlen zunéchst die beiden Stichproben aus
x1<-ka[gr==1]

x1
[1] 242 245 244

x2<-ka[gr==2]
x2
[1] 248 247 243

und bilden dann das duflere Produkt von x1 und x2 beziiglich des Operators
<

outer (x1,x2,FUN="<")
(,11 [,2] [,3]

[1,] T T T
[2,] T T F
[3,] T T F

Das Ergebnis ist eine Matrix m.

Das Element m[i,j] ist T, wenn x1[i] kleiner als x2[j] ist, ansonsten ist
es F.

Dem T entspricht die 1 und dem F die 0.
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Summieren wir nun alle Werte der Matrix auf, so erhalten wir den Wert von

Uisa.

sum(outer(x1,x2,FUN="<"))
(11 7

Uy, ist die Teststatistik des Mann-Whitney-Tests.
Wir schreiben eine Funktion in S-PLUS:

mw.stat<-function(xl, x2) {
sum(outer(x1,x2, FUN = "<"))
}

mw.stat (x1,x2)
(1] 7

Nehmen wir nun an, daf§ 3 Stichproben vorliegen. Es soll iiberpriift werden,
ob die erste Stichprobe aus der Grundgesamtheit mit dem kleinsten Lagepa-
rameter, die zweite Stichprobe aus der Grundgesamtheit mit dem zweitklein-
sten Lageparameter und die dritte Stichprobe aus der Grundgesamtheit mit
dem grofiten Lageparameter kommt.

Es liegt nahe, U9, Uz und Uss zu bestimmen und als Teststatistik

V =Up+ Uz + Uss
zu verwenden.
x3<-ka[gr==3]

x3
[1] 246 250 252

v<-mw.stat (x1,x2)+mw.stat(x1,x3)+mw.stat (x2,x3)

v
[1] 23
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Die folgende Funktion Funktion fiihrt einen Jonckheere Test fiir den Fall
durch, dafl keine Bindungen vorliegen.

joheere.test<-function(y, g) {
# Jonckheere Test ohne Bindungen
# Quelle: Sprent :Applied Nonparametric Statistical Methods,
2.Auflage, S.141-143
# Bestimmung der Teststatistik
s <- 0
anz <- max(g)
for(i in 1:(anz - 1))
for(j in (i + 1):anz)
s <- s + mw.stat(ylg == i], ylg == j1)
n <- length(g)
ni <- apply(outer(l:anz, g, FUN = "=="), 6 1, sum)
# Erwartungswert
m <- (n°2 - sum(ni~2))/4
# Varianz
v <- ((n72) * (2 *xn+ 3) -
sum((ni~2) * (2 * ni + 3)))/72
\"Uberschreitungswahrscheinlichkeit
- pnorm((s - m)/sqrt(v))

=

3

Sie erhélt als Argumente den Datenvektor und den Vektor mit der Gruppen-
zugehorigkeit.

joheere.test (ka,gr)
[1] 0.01738138
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Der urspriingliche Datensatz soll in dem dataframe kaffee.df stehen:

kaf

O© 0 N O O W N+~

W NDNNDNMMDNDNMNDNNMNNNMNNDNNERE, PR PR PR PR PR
O O 0O NO O D WNEF, O OWOWOWNOOPd WNRP- O

fee.df

gruppe kaffee

W WWWWWwWwWWwwWwNDNDNDNNDNMDNNMNNMNMNMNNMNNNRP, PP RPRRPRPRPRRPRRPR P&

242
245
244
248
247
248
242
244
246
242
248
246
245
247
248
250
247
246
243
244
246
248
250
262
248
250
246
248
245
250
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Er erhélt eine Vielzahl von Bindungen.

Diese kénnen wir in der Teststatistik dadurch beriicksichtigen, dafl die Funk-
tion Dy den Wert 0.5 annimmt, wenn beim Vergleich zwei Werte identisch
sind:

1 fir Xis < th
Dst = 0.5 fiir Xis = Ajt
0  sonst
Wir erhalten also folgende Funktion
mw.ties.stat<-function(xl, x2) {

sum(outer (x1,x2, FUN = "<")+0.5*%outer(x1,x2, FUN = "=="))
}

Die Teststatistik fiir den Vergleich der i.ten mit der j.ten Gruppe ist dann
wieder

o ny
Uij=>_ > Du
t=1 s=1
und als Teststatistik des Jonckheere Tests erhalten wir:
V= Z Uij
i<j
Der Erwartungswert dndert sich nicht, hingegen die Varianz:

0 Uy Us
VarlV) = ot SN (N ) (N =2) TSN (N =1)

mit
C

U = N(N-—1)( S ni (ni —1) (2n; +5) —
=1

— > b (b —1)(2b; +5)

Uy = (1 n; (n; — 1) ( ) (Zb ) (b; —2))
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Dabei gibt b; die Anzahl der Beobachtungen in der j.ten Bindungsgruppe an,
g=1,...,7.
Die nachfolgende Funktion fiihrt einen Jonckheere Test mit Bindungen durch:

joheere.ties.test<-function(y, g) {
# Jonckheere Test mit Bindungen
# Quelle: Sprent :Applied Nonparametric Statistical Methods,
2.Auflage, S.141-143
# Bestimmung der Teststatistik
su <- 0
anz <- max(g)
for(i in 1:(anz - 1))
for(j in (i + 1):anz)
su <- su + mw.ties.stat(yl[g== i], ylg == j1)
n <- length(g)
# Bestimmung der Stichprobenumf\"ange
ni <- apply(outer(l:anz, g, FUN = "=="),6 1, sum)
# Bestimmung der Besetzungszahlen der Bindungsgruppen
b<-haeuf (y) [, 2]
# Erwartungswert
mi <- (n"2 - sum(ni~2))/4
# Varianz
ul <-n * (n-1) * (2 *n+5) -
sum(ni * (ni - 1) * (2 * ni + 5)) -
sum(b * (b - 1) * (2 x b + 5))
u2 <- sum(ni * (ni - 1) * (ni - 2)) *
sum(b * (b - 1) * (b - 2))
u3 <- sum(ni * (ni - 1)) * sum(b * (b - 1))
v <- ul/72 + u2/(36 * n x (n - 1) *x (n - 2)) +
u3/(8 * n * (n - 1))
return(l - pnorm((su - mi)/sqrt(v)))
}

Wir wenden sie auf den Datensatz kaffee.df an.

attach(kaffee.df)
joheere.test.ties(kaffee,as.numeric(gruppe))
[110.001521493

Der Test kommt zu dem Ergebnis, dafl die Konzentrationsfahigkeit mit wach-
sendem Koffeingehalt zunimmt.
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Das zeigt sich in den nachfolgenden Boxplots:

kaffee

252 —

250 —

248 —

246 —

244 —

242 —

gruppe

241
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Bei einigen Anwendungen treten sehr viele Bindungen auf.

901 Personen wurden nach ihrem Einkommen befragt. Auflerdem sollten sie
angeben, wie zufrieden sie sind.

Es ergab sich folgende Tabelle:

sehr unzufrieden | zufrieden sehr
unzufrieden zufrieden
bis 6000 DM 20 24 80 82
6000 bis 25000 DM 35 66 185 238
iiber 25000 DM 7 18 54 92

Wir konnen auf diesen Datensatz den Chiquadrattest anwenden.

m<-matrix(c(20,35,7,24,66,18,80,185,54,82,238,92),3,4)
m
[,11 [,2] [,3] [,4]
[1,] 20 24 80 82
[2,] 35 66 185 238
[3,] 7 18 54 92

chisq.test(m)
Pearson’s chi-square test
without Yates’ continuity correction

data: m

X-squared = 10.2624,
df = 6,

p-value = 0.114

Die Hypothese, dafl die Zufriedenheit vom Einkommen unabhéngig ist, wird
auf dem Niveau o = 0.05 nicht abgelehnt.

Bei diesem Datensatz sind beide Variablen geordnet. Es stellt sich die Frage,
ob die Zufriedenheit mit wachsendem Einkommen zunimmt.

Wir kodieren sehr unzufrieden mit 1, unzufrieden mit 2, zufrieden mit
3 und sehr zufrieden mit 4.

Die Daten fiir den Jonckheere Test erhalten wir dann folgendermafien aus
der Matrix m:

dat<-rep(rep(1:4,3),as.vector(t(m)))
gru<-rep(1:3,apply(m,1,sum))
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Wir fithren nun den Jonckheere Test durch:

jonckheere.test.ties(dat,gru)
[1] 0.002681505

Die Funktion joheere.ties.test ist bei vielen Bindungen nicht effizient.
Die nachstehende Funktion joheere.ties operiert direkt auf der Kontin-
genztabelle und ist viel schneller.

joheere.ties<-function(m) {
co <- ncol(m)
ro <- nrow(m)
summe <- O
for(j in 1:(co - 1))
for(i in 1:(ro - 1))

summe <- summe +
mli, jl * (0.5 * sum(m[(i + 1):ro, jl) +
sum(m[(i + 1):ro, (j + 1):col))
for(k in 1:(ro - 1))
summe <- summe +
mlk, col] * 0.5 * sum(m[(k + 1):ro, col)
n <- sum(m)
nip <- apply(m, 1, sum)
npj <- apply(m, 2, sum)
mi <- (n”2 - sum(nip~2))/4
ul <-n*x (n-1) *x (2 *n+ 5) -
sum(nip * (nip - 1) * (2 * nip + 5)) -
sum(npj * (npj - 1) * (2 * npj + 5))
u2 <- sum(nip * (nip - 1) * (nip - 2)) *
sum(npj * (npj - 1) * (npj - 2))
u3 <- sum(nip * (nip - 1)) * sum(npj * (npj - 1))
v <-ul/72 + u2/(36 * n *x (n - 1) *x (n - 2)) +
u3/(8 * n * (n - 1))
return(l - pnorm((summe - mi)/sqrt(v)))

jonckheere.ties(m)
[1] 0.002681505



244 KAPITEL 3. DAS C-STICHPROBENPROBLEM

3.2 Verbundene Stichproben

3.2.1 Zweifaktorielle Varianzanalyse

Vier Reifensorten sollen hinsichtlich des Reifenabriebs nach 20000 km vergli-
chen werden.

Wie soll man vorgehen?

Sicherlich ist es nicht sinnvoll, von jeder Reifensorte nur einen Reifen in
den Vergleich einzubeziehen. Die Reifen einer Sorte werden sicherlich nicht
den gleichen Abrieb nach 20000 km aufweisen. Also sollte man von jeder
Reifensorte mehrere Reifen untersuchen. Wir entscheiden uns fiir vier Reifen
von jeder Sorte. Der Reifenabrieb soll nun in einem Feldversuch bestimmt
werden. Das bedeutet, daf§ die Reifen auf Autos montiert werden, und jedes
Auto 20000 km zuriicklegt.

Da wir von jeder der vier Reifensorten vier Reifen verwenden, benotigen wir
vier Autos.

Bei der Verteilung der Reifen auf die Autos kann man nun unterschiedlich
vorgehen.

1. Moglichkeit

Man ordnet alle Reifen einer Sorte einem Auto zu.

Dies ist aber nicht sinnvoll, da man nach Durchfiihrung des Versuchs nicht
unterscheiden kann, ob der unterschiedliche Abrieb an den Autos oder den
Reifensorten liegt.

2. Moglichkeit

Man ordnet die 16 Reifen den 16 Positionen an den Autos zuféllig zu. Hier-
bei kann es natiirlich passieren, dafl alle vier Reifen einer Sorte einem Auto
zugeordnet werden. Dies ist aber unwahrscheinlich.

Durch die zuféllige Aufteilung der Reifen zu den 16 Réddern versucht man den
Einflu} anderer Faktoren wie Auto oder Fahrer auszuschalten. Eine solche
Vorgehensweise nennt man einen randomisierten Versuchsplan.

Wir haben es dann mit einem unverbundenen c-Stichprobenproblem zu tun.
Nach Beendigung des Versuchs seien folgende Daten angefallen:

Reifensorte | 1 213 1|4|x;
1 13114 |12 |13 |13
2 14113110 | 11| 12
3 17110 |13 |12 | 13
4 1211119 | 8 | 10
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Wir speichern die Daten in dem data.frame reifenl.df:

gruppe<-rep(1:4,rep(4,4))
abrieb<-c(13,14,12,13,14,13,10,11,17,10,13,12,12,11,9,8)
reifenl.df<-data.frame(gruppe,abrieb)

und fithren eine Varianzanalyse durch

summary (aov(abrieb~gruppe,reifenl.df))

Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)
gruppe 3 24 8 2 0.1678316
Residuals 12 48 4

Wir erhalten also folgende ANOVA-Tabelle:

Quelle der | Quadratsummen | Freiheits- Mittlere F
Variation grade Quadratsummen
zwischen den 24 3 8 2
Reifensorten
Rest 48 12 4
Gesamt 72 15

Die Uberschreitungswahrscheinlichkeit betrigt 0.1678.

Somit ist der Unterschied des Abriebs der Reifen zum Niveau a = 0.05 nicht
signifikant.

3. Moglichkeit

Bei der Zuweisung der Reifen zu den einzelnen Untersuchungseinheiten kann
man aber auch beriicksichtigen, dafl jedes Auto eine Einheit bildet und die
Abnutzung der Reifen bei den einzelnen Autos unterschiedlich sein wird.
Wie kann man diesen Autoeffekt in den Griff bekommen?

Man kann von jeder Reifensorte genau einen Reifen zufillig auswéhlen und
diese 4 Reifen dann zuféllig den vier Réddern eines Autos zuweisen.
Hierdurch ist jede der Reifensorten den gleichen Bedingungen ausgesetzt,
wenn man davon ausgeht, dafl die Position des Reifens am Auto keinen Ein-
flul auf die Abnutzung hat.

Ein Auto bildet einen sogenannten Block. Die Untersuchungseinheiten in
einem Block sind die vier Positionen. Diesen Untersuchungseinheiten werden
nun zufillig die vier Behandlungen, d.h. Reifensorten, zugeordnet.

Man spricht deshalb von einem zufélligen Blockplan (randomized block
design).
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Wie kann man einen zufélligen Blockplan auswerten?
Schauen wir uns dazu zunéchst noch einmal das Modell des randomisierten
Versuchsplans an.
Es gilt
Xij = i + €5
firi=1,...,cund j=1,...,n,.
Die ¢; sind unabhéngige, identisch mit Erwartungswert 0 und Varianz o?
normalverteilte Zufallsvariablen.
Wir spalten p; auf in p; = p+ .
Dabei nennen wir p das Gesamtmittel und o; den Effekt der i.ten Stufe des
Faktor A.

In unserem Beispiel ist der Faktor A die Reifensorte und die einzelnen Stufen
sind die Auspragungen der Reifensorte, also die unterschiedlichen Reifensor-
ten.

Das Modell lautet also
Xij = 1+ a; + €
firi=1,...,cund j=1,...,n;.
Der Vorteil dieser Art der Parametrisierung ist, daBl man das Modell leicht
durch Hinzunahme weiterer Faktoren erweitern kann.

Bei einem zufilligen Blockplan hat man neben dem interessierenden Faktor
A noch die Blocke, also den Faktor B mit J Faktorstufen.

In unserem Beispiel sind dies die Autos.
Wir erhalten also folgendes Modell

Xij = p+a;+ 0 + €

firi=1,...,cund j=1,...,J.

X;j ist der Abrieb der i.ten Reifensorte innerhalb des j.ten Blocks.

Um die Ubersicht zu behalten, numerieren wir folgendermaBen: i = 1,...,T
und j=1,...,J.

Auf der Ebene der Erwartungswerte lautet das Modell

E(Xij) =p+ o + 55

Der Parameter «; ist der Effekt der der i.ten Stufe des Faktors A und der
Parameter 3; ist der Effekt der der j.ten Stufe des Faktors B.

Ist zum Beispiel a; > 0, so ist der Abrieb der ersten Reifensorte im Mittel
hoher als der Durchschnitt aller Reifensorten.



3.2. VERBUNDENE STICHPROBEN 247

Die Daten fallen also in folgender Form an:

Faktor B| 1 ... J
Faktor A
1 T11 .. X1y
I Tr Trj

Nun ist es nicht nur wichtig, in welcher Zeile ein Element steht, sondern auch
in welcher Spalte.

Fiir das Datenbeispiel unterstellen wir nun, dafl ein zufélliger Blockplan vor-
liegt.

Wir erhalten also

Auto| 1 2 3 4 |z
Reifensorte
1 13 14 12 13|13
2 14 13 10 111 12
3 17 10 13 12| 13
4 12 11 9 8 | 10
T 14 12 11 11| 12
Dabei ist
1 i
Ti = — T
J = J
und
_ 1 d
%:72%
i=1

Wir kénnen wie auch schon bei der einfaktoriellen Varianzanlyse die Resi-
duenquadratsumme bestimmen, die sich aufgrund der unterschiedlichen Rei-
fensorten ergibt.

Wir bezeichnen sie mit SSy4:

I
SSa=JY (7 — )
=1

Im Beispiel gilt
SSy =24
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Da in den Spalten der Tabelle die Werte des Abriebs der Reifen bei einem
Auto zu finden ist, kénnen wir auch die Residuenquadratsumme bestimmen,
die sich aufgrund der unterschiedlichen Autos ergibt.

Diese bezeichnen wir, da sie sich auf den Faktor B bezieht, mit SSg:
J
SSp=1Y (z;—7)°
j=1
Im Beispiel gilt
SSp = 4[(14-12)% + (12— 12)* + (11 — 12) + (11 — 12)?]
= 24

Wir kénnen die Gesamtstreuung nun folgendermaflen zerlegen:

I
SST = Z (.leij—j?)Q
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da gilt

Es gilt somit
SSp =554+ 55+ SSgr

mit

1
SSa=>"J(x; — 1)

i=1

Wir konnen nun wieder wie im Fall der einfaktoriellen Varianzanalyse die
mittlere Residuenquadratsummen bestimmen.

Fiir SS4 haben wir I — 1 Freiheitsgrade, fiir SSg haben wir J — 1 Freiheits-
grade und fiir SSr haben wir I J — 1 Freiheitsgrade.

Also hat SSg

IJ-1—-(I-1)—(J—=1) = IJ-IT—-J+1
= (-1 -1

Freiheitsgrade.
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Wir erhalten also folgende ANOVA-Tabelle:

Quelle der | Quadrat- Freiheits- Mittlere F
Variation summen grade Quadratsummen
M
zwischen den | 5S4 I-1 MSS, Mggz
Stufen von A
. MSSg
hen d SS J-1 MSS
Zwi1schen aen B B MS SR
Stufen von B
Rest SSkr (I-1)(J—-1) MSSg
Gesamt SSr N-1

Durch die Betrachtung eines weiteren Faktors haben wir die Reststreuung
verkleinert.

Ist die Verkleinerung nun so grof3, daf§ der Abrieb der einzelnen Reifensorten
unterschiedlich ist?

Wir testen also

gegen
Hy, : «a; #a; fiir mindestens ein Paar (4, j) miti # j

Wenn wir iiberpriifen wollen, ob sich die Behandlungen unterscheiden, ist die
Teststatistik
_ MSSy

~ MSSk

relevant. Diese ist unter der Nullhypothese F-verteilt mit [ — 1 und (I —
1)(J — 1) Freiheitsgraden.

Fy
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Ist der Faktor B kein Block, sondern ein eigenstandiger Faktor, so verwenden
wir zur Uberpriifung der Hypothesen

H() . ﬁlZZﬁJZO

gegen
H, : (;# (; fiir mindestens ein Paar (i, ) miti # j
die Teststatistik
MSSp
Fp =
MSSg

Diese ist unter der Nullhypothese F-verteilt mit J — 1 und (I — 1)(J — 1)
Freiheitsgraden.

Im Beispiel gilt

Quelle Quadrat- | Freiheits- Mittlere F
der Variation | summen grade Quadratsummen
zwischen den 24 3 8 3
Stufen von A
zwischen den 24 3 8 3
Stufen von B

Rest 24 9 2.67

Gesamt 72 15

Wegen 39,095 = 3.863 lehnen wir die Nullhypothese, dafl der Abrieb der
Reifensorten sich nicht unterscheidet, nicht ab.

In S-PLUS gehen wir folgendermaflen vor:
Wir vergeben zunéchst Namen fiir die Stufen der beiden Faktoren.

fnames<-list(block=paste("Block ",1:4),
sorte=paste("Sorte ",1:4))

fnames
$block: [1] "Block 1" "Block 2" "Block 3" "Block 4"
$sorte: [1] "Sorte 1" "Sorte 2" "Sorte 3" "Sorte 4"

Danach bauen wir das Design auf:
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reifen.design<-fac.design(c(4,4),fnames)
reifen.design

block sorte
1 Block 1 Sorte 1
2 Block 2 Sorte 1
3 Block 3 Sorte 1
4 Block 4 Sorte 1
5 Block 1 Sorte 2
6 Block 2 Sorte 2
7 Block 3 Sorte 2
8 Block 4 Sorte 2
9 Block 1 Sorte 3
10 Block 2 Sorte 3
11 Block 3 Sorte 3
12 Block 4 Sorte 3
13 Block 1 Sorte 4
14 Block 2 Sorte 4
15 Block 3 Sorte 4
16 Block 4 Sorte 4

Das Design und die Daten schreiben wir in den Dataframe reifen2.df:

reifen2.df<-data.frame(reifen.design,abrieb=reifenl.df [[2]])
reifen2.df

block sorte abrieb
1 Block 1 Sorte 1 13
2 Block 2 Sorte 1 14
3 Block 3 Sorte 1 12
4 Block 4 Sorte 1 13
5 Block 1 Sorte 2 14
6 Block 2 Sorte 2 13
7 Block 3 Sorte 2 10
8 Block 4 Sorte 2 11
9 Block 1 Sorte 3 17
10 Block 2 Sorte 3 10
11 Block 3 Sorte 3 13
12 Block 4 Sorte 3 12
13 Block 1 Sorte 4 12
14 Block 2 Sorte 4 11
15 Block 3 Sorte 4 9
16 Block 4 Sorte 4 8
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Wir kénnen uns wie beim randomisierten Versuchsplan zuerst die Daten an-
schauen:

par (mfrow=c(2,2))
plot.design(reifen2.df)
plot.design(reifen2.df,fun=median)
plot.factor(reifen2.df)

A Block 1 Block 1
P Sorte 1
RER Sorte &
Sorte 3
2 2
5 < 9 7 Block Sorte
T o~ Bloct 5
S = Bloek Sorte S
§ % Block 4 +
2 5]
=
—
= Block 3 —
— =
- Block 38 -
=
S A Sorte 4 - S A Sorte 4 -
block sorte block sorte
Factors Factors

16
1
16
1

14
|

abrieh
]
]
abrieh

{
{

{
{
[

o 4 - o 4 [

Block 1 Block 2 Block 3 Block 4 Sorte 1 Sorte 2 Sorte 3 Sorte 4

block sorte

Die Boxplots der einzelnen Blocke deuten auf einen Lageunterschied der
Blocke hin, wobei die Streuung innerhalb der Blécke nicht zu grof ist.

Die Boxplots der Reifensorten deuten auf einen Lageunterschied hin, wobei
die Streuungen sich relativ stark unterscheiden.
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Nun koénnen wir die Varianzanalyse durchfiihren.
Wir rufen die Funktion aov folgendermaflen auf:

aov.reifen2<-aov(abrieb~sorte+block,reifen2.df)
Die Anova-Tabelle erhalten wir durch:

summary (aov.reifen2)

Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)
sorte 3 24 8.000000 3 0.08771291
block 3 24 8.000000 3 0.08771291
Residuals 9 24 2.666667

Im Beispiel hat die Blockbildung zu einer grofien Verkleinerung der Residu-
enquadratsumme gefiihrt. Diese ist aber nicht so grof3, dafl die Gleichheit des
Abriebs der einzelnen Reifensorten abgelehnt wird.
Das Modell

Xij = p+a; + B + e
ist additiv in den Parametern «; und ;.
Es existieren also keine Wechselwirkungen.
Eine Wechselwirkung zwischen den Faktoren A und B liegt dann vor, wenn
durch das gemeinsame Auftreten der i.ten Stufe des Faktors A und der j.ten
Stufe des Faktors B ein zusétzlicher Effekt entsteht.
Schauen wir uns ein Beispiel an.
Ein Unternehmen betrachtet unterschiedliche Preisstrategien und Kommum-
nikationsstrategien.
Der Faktor A sei die Preisstrategie mit den Stufen ¢ = 1 gleich Niedrigpreis-
politikiind ¢ = 2 gleich "Hochpreispolitik”.
Der Faktor B sei die Kommuniaktionsstrategie mit den Stufen 7 = 1 gleich
Postwurfsendungeniind j = 2 gleich Anzeigenwerbung”.
Sei X;; die abgesetzte Menge bei Preisstrategie ¢ und Kommunikationsstra-
tegie j.
Wir unterstellen das Modell

Xij:,U—FOéi-i-ﬁj-i-Gij

mit ¢ = 1,2 und 7 =1, 2.
Es gilt
E(Xij) = p+ i + 55
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In der folgenden Tabelle sind die hypothetische Erwartungswerte der X;; zu
finden.

Postwurfsendungen | Anzeigenwerbung

Niedrigpreis 60 50
Hochpreis 40 30

Zwischen den beiden Faktoren besteht keine Interaktion.
Geht man némlich bei Postwurfsendungen von einer Niedrigpreispolitik zu
einer Hochpreispolitik iiber, so sinkt die erwartetete abgesetzte Menge um
20.
Geht man bei Anzeigenwerbung von einer Niedrigpreispolitik zu einer Hoch-
preispolitik iiber, so sinkt die erwartetete abgesetzte Menge ebenfalls um
20.
Die Wirkung der Preispolitik ist unabhingig davon, welche Kommunikati-
onspolitik angewendet wird.
Mit

pig = E(XG5)
gilt also:

Ho1 — H11 = 22 — H12

= Ot — M

Geht man bei Postwurfsendungen von einer Niedrigpreisstrategie zu einer
Hochpreisstrategie iiber, so vermindert sich die abgesetzte Menge um 20.
Geht man bei Anzeigenwerbung von einer Niedrigpreisstrategie zu einer Hoch-
preisstrategie iiber, so vermindert sich die abgesetzte Menge ebenfalls um 20.
Die Verringerung der abgesetzten Menge beim Ubergang von einer Niedrig-
preisstrategie zu einer Hochpreisstrategie ist unabhéngig von der Kommuni-
kationsstrategie.
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In der folgenden Graphik sind noch einmal die Erwartungswerte graphisch
dargestellt, wobei die Erwartungswerte einer Stufe des Faktors A durch eine
Gerade verbunden sind.

preis

. niedrig
55 — T —— hoch

mean of menge
N
a
|

Post Anzeige

kommunikation

Wenn keine Interaktion vorliegt, laufen die Geraden parallel.
Die folgende Tabelle gibt eine andere Situation wieder:

Postwurfsendungen | Anzeigenwerbung

Niedrigpreis 60 20
Hochpreis 40 60

Hier liegt Interaktion vor.

Geht man némlich bei Postwurfsendungen von einer Niedrigpreispolitik zu
einer Hochpreispolitik iiber, so sinkt die erwartetete abgesetzte Menge um
20.

Geht man bei Anzeigenwerbung von einer Niedrigpreispolitik zu einer Hoch-
preispolitik iiber, so steigt die erwartetete abgesetzte Menge hingegen um
10.

Die Wirkung der Preispolitik ist abhéngig davon, welche Kommunikations-
politik angewendet wird. Es gibt noch einen gemeinsamen Effekt von Kom-
munikationspolitik und Preispolitik.
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Im Modell beriicksichtigen wir diesen als zusétzlichen Faktor
Xij = p+a;+ B; + (af) + €

In der folgenden Graphik sind noch einmal die Erwartungswerte graphisch
dargestellt, wobei die Erwartungswerte einer Stufe des Faktors A durch eine
Gerade verbunden sind.

preis

hoch
niedrig

55 —

50 —

mean of menge

40 —

Post Anzeige

kommunikation

Wie man sieht, verlaufen die Geraden nicht parallel.
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In S-PLUS besteht die Moglichkeit, fiir die Daten einen Interaktionsplot zu
erstellen.

Dieser bezieht sich natiirlich nicht auf die Erwartungswert, sondern auf die
Beobachtungen.

Hierzu mufl der dataframe aufgerufen werden, um auf die einzelnen Kom-
ponenten zugreifen zu kénnen.

attach(reifen2.df)
Danach ruft man die Funktion interaction.plot auf:

interaction.plot(block,sorte,abrieb)

|
|

|

|

|

|

]

o]

a

o
AN WR

mean of abrieh

Block 1 Block 2 Block 3 Block 4

block

Bei den Reifensorten 1, 2 und 4 verlaufen die Geraden weitgehend parallel.
Aus dem Rahmen fallt nur die Reifensorte 3.
Wenn aber bei den einzelnen Merkmalskombinationen keine Wiederholungen

vorliegen, so kann man ohne zusétzliche Annahmen keinen Test auf Interak-
tion durchfiihren.
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Von Tukey wurde 1949 folgendes Modell vorgeschlagen, um ohne Mewie-
derholungen auf Interaktion zu testen:

Xij:,u+ai+ﬁj+9aiﬁj+eij

Es wird also unterstellt, dal die Interaktion multiplikativ ist.
Die Quadratsumme beziiglich des Interaktionseffekts ist gegeben durch:

mit

und

Zu testen ist

Hy @ (aB)y=0
gegen

Hy :+ (af)y #0

Die Teststatistik lautet

(I =1)(J—1)—1)SSuz
SSk — SSap

Fap =

Sie ist unter der Nullhypothese F-verteilt mit 1 und (/ — 1)(J — 1) — 1 Frei-
heitsgraden.

Im Beispiel gilt Fap = 0.148.

Wegen F} 9 = 5.318 wird die Nullhypothese nicht abgelehnt.

Die Daten deuten also auf keine Interaktion hin.
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Das folgende Beispiel stammt aus Schuchart-Ficher: Multivariate Analyse-
methoden.

Beispiel 3.2.1 FEs soll untersucht werden, welchen Einfluf$ unterschiedliche
Preisstrategien und Kommunikationsstrategien auf die abgesetzten Mengen-
einheiten einer Magarinesorte haben. Dazu werden an 2 Tagen die abgesetz-
ten Mengen bestimmt.

Es ergaben sich folgende Werte:

Postwurfsendungen | Anzeigenwerbung
Niedrigpreis 62 52
66 56
Normalpreis 49 45
53 49
Hochpreis 36 48
40 44

Der Faktor A sei die Preisstrategie und der Faktor B die Kommunikations-
strategie.

Sei X, die abgesetzte Menge bei der i.ten Preisstrategie und der j.ten Kom-
munikationsstrategie am k.ten Tag.

Wir unterstellen folgendes Modell

Xije = 4 o + B + (@ B)ij + €iji
Dabei ist
e «; der Effekt der i.ten Stufe des Faktors A

e 3; der Effekt der j.ten Stufe des Faktors B

o (af);; der Effekt des gemeinsamen Auftretens der i.ten Stufe des
Faktors A und der j.ten Stufe des Faktors B

Als Schatzer fiir die Parameter erhalten wir
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mit

1 LK
Ty = ; kz::l Tijk
1 1 J K
T = r ; ; kz::l Tijk
Im Beispiel gilt

x = 50 x; =51 Z, =49
1., = 49 Ty =49 3. =42
Z11. = 64 X9 =51 x3. =38
ZT1g. = D4 Toy =47 X390 =46

SSa = JK Y (2, — )
SSp = IK Y I(z; 1)
1 J
SSAB = K Z Z I(‘fU - i‘z - i’.j +i‘)2
I J K
SSr = > 2. > (wijk — Zij)”

SST = Z , Z (l’ijk—i')Q
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Im Beispiel gilt

SSa

SSg

SSan

SSr

+ + Il

+ o+
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2-2-((59 - 50)° + (49 — 50)° + (42 — 50)°)
584

3.2 ((51 — 50) + (49 — 50)?)
12

2 ((64 — 59 — 51 +50)% 4 (54 — 59 — 49 + 50)°
(51 — 49 — 51 4 50)° + (47 — 49 — 49 + 50)°
(38 — 42 — 51 + 50)% + (46 — 42 — 49 + 50)%)
168

Wir konnen die ANOVA-Tabelle aufstellen:

Quelle der | Quadrat- Freiheits- Mittlere F
Variation summen grade Quadratsummen
. MSS 4
hen d I—1 M
zwischen den SSa SSa NS5,
Stufen von A
M
zwischen den | SSp J—1 MSSp Mg‘;i
Stufen von B
M
Interaktion SSap | (I—=1)(J—1) MSSag M%%:
Rest SSkr IJ(K —-1) MSSg
Gesamt SSr N-1
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Fiir das Beispiel erhalten wir folgende ANOVA-Tabelle:

Quelle der | Quadrat- | Freiheits- Mittlere F

Variation summen grade Quadratsummen
zwischen den 584 2 292 36.5
Stufen von A
zwischen den 12 1 12 1.5
Stufen von B

Interaktion 168 2 84 10.5

Rest 48 6 8
Gesamt 812 11
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Im Rahmen der zweifaktoriellen Varianzanlyse mit Melwiederholungen wird
zunachst auf Interaktion getestet:

Hy : (af); =0 firalled,j
gegen
H, : (af);; #0 fiir mindestens ein Paar (i.j)

Zur Uberpriifung dieser Hypothesen verwenden wir die Teststatistik

MSSap
MSSk

Diese ist unter der Nullhypothese F-verteilt mit (/ —1)(J—1) und IJ(K —1)
Freiheitsgraden.

Fyup =

Wir lehnen die Nullhypothese ab, wenn gilt

Fap > F(I—l)(J—l)JJ(K—l)ﬂ_O‘

Dabei ist F{;_1y(s-1),15(k-1);1-a das (1 — «)-Quantil der F-Verteilung mit
(I —1)(J —1) und IJ(K — 1) Freiheitsgraden.
Im Beispiel gilt
F,p =10.5.
Wegen F 6,095 = 5.14 lehnen wir die Nullhypothese ab.
Die Daten sprechen also fiir Interaktion.

In diesem Fall ist es nicht sinnvoll zu testen, ob Effekte von A oder B signifi-
kant sind, da diese nicht vom Interaktionseffekt getrennt betrachtet werden
koénnen.
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Wir werden die Tests aus Griinden der Vollstandigkeit aber beschreiben und
auch durchfiihren.

Wir betrachten nun noch die anderen Tests:
Uberpriifung, ob ein Einflul des Faktors A vorliegt:

Hy : ;=0 fiiralle:

Hy, : «a; #0 fiir mindestens ein i

Zur Uberpriifung dieser Hypothesen verwenden wir die Teststatistik

~ MSS,
~ MSSg

Fy

Diese ist unter der Nullhypothese F-verteilt mit / — 1 und IJ(K — 1) Frei-
heitsgraden.
Wir lehnen die Nullhypothese ab, wenn gilt

Fa > Froirxk-1)1-a

Dabei ist F1_1 15(k-1);1-a das (1 —a)-Quantil der F-Verteilung mit / —1 und
IJ(K — 1) Freiheitsgraden.
Uberpriifung, ob ein EinfluB des Faktors B vorliegt:

Hy : B;=0 fiiralley
H, : B; #0 fiir mindestens ein j

Zur Uberpriifung dieser Hypothesen verwenden wir die Teststatistik

_ MSSpg
B MSSk

Diese ist unter der Nullhypothese F-verteilt mit J — 1 und IJ(K — 1) Frei-
heitsgraden.

Wir lehnen die Nullhypothese ab, wenn gilt

Fp > Fy_115(k-1)1-a

Dabei ist Fj_y 17(x—1);1-a das (1 — a)-Quantil der F-Verteilung mit J—1 und
IJ(K — 1) Freiheitsgraden.
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In S-PLUS gehen wir folgendermaflen vor:
Wir erzeugen das Design

fnames<-list(kommunikation=c("Post","Anzeige"),
preis=c("niedrig","normal","hoch"))
magarine.design<-fac.design(c(2,3),fnames,rep=2)
magarine.design
kommunikation  preis

1 Post niedrig
2 Anzeige niedrig
3 Post normal
4 Anzeige normal
5 Post hoch
6 Anzeige hoch
7 Post niedrig
8 Anzeige niedrig
9 Post normal
10 Anzeige normal
11 Post hoch
12 Anzeige hoch

Die Daten miissen nun passend zum Design eingegeben werden:
menge<-c(62,52,49,45,36,48,66,56,53,49,40,44)
Dann bringen wir Design und Daten zusammen:

magarine.df<-data.frame(magarine.design,menge)
magarine.df
kommunikation preis menge

1 Post niedrig 62
2 Anzeige niedrig 52
3 Post normal 49
4 Anzeige normal 45
5 Post hoch 36
6 Anzeige hoch 48
7 Post niedrig 66
8 Anzeige niedrig 56
9 Post normal 53
10 Anzeige normal 49
11 Post hoch 40
12 Anzeige hoch 44
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Wir konnen uns wieder die Daten anschauen.
Zunachst die Mittelwerte und die Boxplots:

KAPITEL 3. DAS C-STICHPROBENPROBLEM

par (mfrow=c(2,2))

plot.design(magarine.df)
plot.design(magarine.df,fun=median)
plot.factor (magarine.df)
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Wir sehen, dafl die beiden Kommunikationsstrategien sich kaum hinsicht-
lich der abgesetzten Menge unterscheiden, wiahrend die Preisstrategien sich

niedrig T

Post T
Anzeige Ll norma !
hoch
kommuni kation  preis
Factors
Post Anzeige
kommuni kation

betrachtlich unterscheiden.

Die Streuungen der Preisstrategien sind dhnlich, wéhrend die Streuungen der

median of menge

menge

55

50

a5

65

60

55

50

45

40

35

niedrig —

normal

beiden Kommunikationsstrategien sehr unterschiedlich sind.

hoch
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Schauen wir uns noch den Interaktionsplot an.

attach(magarine.df)
interaction.plot (kommunikation,preis,menge)

65

oo | S~ D normal 1

55 —

50 —

mean of menge

45 —

40 —

Post Anzeige

kommunikation

Die Graphik deutet auf Interaktion hin. Bei Postwurfsendungen ist die ab-
gesetzte Menge bei den drei Preisstrategien sehr unterschiedlich, wobei bei
niedrigen Preisen am meisten abgesetzt wird. Bei Anzeigenwerbung ist der
Unterschied zwischen den Preisstrategien fast vernachléssigbar.

SchlieBlich fithren wir die Varianzanalyse durch:

aov.magarine<-aov(menge~preis*kommunikation,magarine.df)
summary (aov.magarine)

Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)
preis 2 584 292 36.5 0.0004381
kommunikation 1 12 12 1.5 0.2665697
preis:kommunikation 2 168 84 10.5 0.0109739
Residuals 6 48 8
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3.2.2 Der Friedman-Test

Kann keine Normalverteilung unterstellt werden, so sollte man einen nichtpa-
rametrischen Test anwenden. Der bekannteste ist der Friedman-Test. Dieser
wird angewendet, wenn keine Mefiwiederholungen vorliegen.

Schauen wir uns diesen fiir den Vergleich der Reifensorten an.
Wir schauen uns noch einmal kurz die Tabelle an:

Auto| 1 | 2 | 3 | 4
Reifensorte
1 1311411213
2 14 1310 | 11
3 17 10 | 13| 12
4 12111 9 | 8

Es soll iiberpriift werden, ob sich die Reifensorten hinsichtlich der Abnutzung
unterscheiden. Ist dies der Fall, und wére zum Beispiel die erste Reifensor-
te am besten, so wiirde man fiir diese bei jedem Auto den kleinsten Wert
unter den 4 Reifensorten erwarten. Dies wiirde bedeuten, dafl unter den 4
Beobachtungen bei einem Auto die erste Reifensorte den Rang 1 erhielte.
Dies ist die Idee des Friedman-Tests.

Um zu iiberpriifen, ob die Behandlungen sich unterscheiden, werden die
Rénge innerhalb der Blocke vergeben. Dabei ist I2;; der Rang der i.ten Be-
handlung innerhalb des j.ten Blocks.

Beim ersten Auto erhélt die erste Reifensorte den Rang 2, die zweite Reifen-
sorte den Rang 3, die dritte Reifensorte den Rang 4 und die vierte Reifensorte
den Rang 1.

Wir erhalten somit folgende Tabelle der Rénge:

Auto |12 |34 | R;
Reifensorte
1 2141314113
2 313122110
3 411143112
4 11211/ 5
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In der letzten Spalte haben wir noch die Rangsumme R; der i.ten Reifensorte
bestimmt:

j=1
Unterscheiden sich die Reifensorten nicht, so sollten diese Rangsummen dhn-
liche Werte annehmen.

Um zu iiberpriifen, ob sich diese Rangsummen nicht unterscheiden, verglei-
chen wir jede einzelne mit ihrem Erwartungswert unter Hj.

Wenn keine Bindungen vorliegen, nehmen innerhalb eines Blockes die Rénge
die natiirlichen Zahlen 1,2,....I an.

Unter Hj gilt:

1
P(Rij=k) =+
Also gilt
I+1
E(Rij) = ——

und wir erhalten

Naheliegend ist es, folgende Teststatistik zu verwenden:

Friedman hat 1936 folgende Modifikation von T vorgeschlagen:

2 (5 20

)
! JI(I+1)i:ZI 2
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Man kann zeigen, dafl unter gilt:
E(F)=1-1

Somit hat F; denselben Erwartungswert wie eine mit I — 1 Freiheitsgraden
chiquadratverteilte Zufallsvariable.

Man kann auch zeigen, dafl F; approximativ chiquadratverteilt ist mit 7 — 1
Freiheitsgraden.

Wir lehnen die Nullhypothese identischer Behandlungen ab, wenn gilt

2
Fr > XI-1;1-o

Wie auch die Teststatistik des Kruskal-Wallis-Tests kann man F; so umfor-
men, dafl die Berechnung einfacher ist.
Es gilt

12 !
Fr = ———— > RI—3J(I+1
! JI(I+1) = Ry =3J(I+1)

Dies sieht man folgendermaflen:

12 d JI+1)\?
Fi = MZ(Ri_2>

IJ2([ + 1)2>

R

JI(I+1) TJ*(I+ 1)2>

0
=ﬁ<i33J T+ 1
e (.
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Fiir das Beispiel gilt:

12

Fr = 132 4+1024+1224+5%)—-3-4-

T 4‘4.5(3—1—04— +5°)—3-4-5)
5.7

Wegen x3,.95 = 7-82 lehnen wir die Nullhypothese nicht ab.
Wir koénnen dies auch direkt in S-PLUS bestimmen.

m<-matrix(reifen2.df[[3]1],4,4,b=T)

m

(11 [,2] [,3] [,4]
[1,] 13 14 12 13
2,] 14 13 10 11
[3,] 17 10 13 12
[4,] 12 11 9 8

In den Spalten stehen die Blocke.
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Die Rénge innerhalb jedes Blockes erhalten wir, indem wir die Funktion rank

auf die zweite Dimension, d.h. die Spalten, von m anwenden.
r<-apply(m,2,FUN="rank")

r

(.11 [,2] [,3] [,4]
[1,] 2 4 3 4
[2,]

3 3 2 2
[3,] 4 1 4 3
1 2 1 1

Die Rangsummen fiir die einzelnen Gruppen erhalten wir dann durch:

rs<-apply(r,1,sum)

rs
[1] 13 10 12 5

Fir die Teststatistik erhalten wir dann

(12*%sum(rs~2) )/ (4%4%5) -3x4*5
[1] 5.7
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In S-PLUS konnen wir dies auch durch die Funktion friedman.test errei-
chen, nachdem wir den Dataframe reifen2.df attached haben.

Hierdurch koénnen wir auf die Variablen mit ihrem Namen zugreifen.

attach(reifen2.df)
friedman.test(abrieb,sorte,block)
Friedman rank sum test

data: abrieb and sorte and block
Friedman chi-square = 5.7,

df =3,

p-value = 0.1272

alternative hypothesis: two.sided

Oft fallen die Daten schon bei der Erhebung in Form von Réngen an:

Fiinf Studenten sollten die 10 Paarvergleiche zwischen 5 Politikern nach
Ahnlichkeit der Grofe nach ordnen.

Es ergaben sich folgende Ergebnisse.

Fischer - Kinkel 8 7 10 9 1
Fischer - Kohl 7 8 1 7 7
Fischer - Lafontaine 2 3 2 4 2
Fischer - Waigel 3 10 8 10 3
Kinkel - Kohl 5 2 4 2 8
Kinkel - Lafontaine 9 5 9 5 4
Kinkel - Waigel 4 4 5 3 5
Kohl - Lafontaine 10 6 6 6 10
Kohl Waigel 1 1 3 1 9
Lafontaine Waigel 9 7 8 6
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Wir geben die Daten ein

fnames<-list(student=paste("student",1:5),
paar=paste("paar",1:10))

fnames $student:
[1] "student 1" "student 2" "student 3"
"student4" "student 5"

$paar:
[1] |lpaar 1" Ilpaar 2|l |lpaar 3" Ilpaar 4" llpaar 5"

"paar 6" "paar 7" '"paar 8" ‘'"paar 9" '"paar 10"

poll.design<-fac.design(c(5,10) ,fnames)

rang<c(8,7,10,9,1,7,8,1,7,7,2,3,2,4,2,3,10,8,
10,3,5,2,4,2,8,9,5,9,5,4,4,4,5,3,5,10,
6,6,6,10,1,1,3,1,9,6,9,7,8,6)

poll.df<-data.frame(poll.design,rang)
friedman.test (rang,paar,student)
Friedman rank sum test
data: rang and paar and student
Friedman chi-square = 16.5491,
df= 9,

p-value = 0.0563

alternative hypothesis: two.side
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Oft weisen die Daten Bindungen auf:

Wir betrachten noch einmal die Fragestellung des vorherigen Beispiels. Nur
sollen jetzt die 5 Studenten die 10 Paare auf einer Skala von 1 bis 7 verglei-
chen. Dabei ist 1 Behr dhnlichiind 7 total verschieden”.

Es ergaben sich folgende Ergebnisse:

Fischer - Kinkel 6 4 6 6 6
Fischer - Kohl 5 6 2 5 5
Fischer - Lafontaine 2 3 2 3 1
Fischer - Waigel 3 7 7 7 7
Kinkel - Kohl 4 2 4 1 2
Kinkel - Lafontaine 6 4 6 5 6
Kinkel - Waigel 4 4 1 3 3
Kohl - Lafontaine 7 5 4 4 5
Kohl - Waigel 2 1 3 2 1
Lafontaine - Waigel 4 6 T 4 7

In diesem Fall muf} die Teststatistik von Friedman modifiziert werden zu

1220:1 <Ri_J(I2jL1)>2
J](I+1)—% 3 Kibi})—]]

1

Fr =

Dabei ist r; die Anzahl der Bindungsgruppen im j.ten Block und b;; die
Anzahl der gebundenen Werte in der i.ten Bindungsgruppe des j.ten Blocks.

In unserem Beispiel ist der erste Block der erste Student. In diesem Block
gibt ry = 6 Bindungsgruppen, nédmlich 2,3,4,5,6,7 und es gilt

b = 2 by=1 b3y =3
by = 1 bsi=2 be =1
Wir geben die Daten in S-PLUS ein:

wert<-c(6,4,6,6,6,5,6,2,5,5,2,3,2,3
7,7,4,2,4,1,2,6,4,6,5,6,4,4
5,4,4,5,2,1,3,2,1,4,6,7,4,7

b

b b 3 b b 3 3

2 b b 2 b b 3 >

Wir schreiben die Daten mit dem Design, das sich nicht gedindert hat, in die
Datei pol2.df:

pol2.df<-data.frame(poll.design,wert)
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Die Funktion friedman.test liefert das Ergebnis:

friedman.test (wert,paar,student)
Friedman rank sum test

data: wert and paar and student

Friedman chi-square = 28.9054,

df= 9,

p-value = 0.0007

alternative hypothesis: two.sided
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